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UOPSTENJE JEDNE
CIKLICNE ALGEBARSKE NEJEDNAKOSTI

Dragoljub MiloSevi¢

Sazetak. U ovom radu dajemo cetiri dokaza uopstenja jedne cikli¢ne algebarske
nejednakosti iz [1].
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A generalization of one cyclic algebraic inequality

Abstract. In this paper we give four proofs for the generalization of one cyclic
algebraic inequality in [1].
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U [1] nalazi se sljedeca nejednakost za pozitivne realne brojeve a, b, ¢ takve da je
a’>+b*+c%=3:

a3 b3 c3
+ +
b+2c c+2a a+2b

= 1. *

Ovdje dajemo ¢etiri dokaza njenog uopstenja (generalizacije):

a3 b3 3

b+kc ct+ka a+kb

[

> 1, 1)
gdiejea?+b?+c?=k+1ik>1.

Dokaz 1. Primjenom poznate nejednakosti izmedu aritmeti¢ke i geometrijske sredine za
dva pozitivna broja imamo:
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(k+1)%a3 (k+1)%a® _ 2

P +a(b+kc)= 2\/ P a(b+ kc) =2(k+ 1a*,
(k+1)?p3 2 - (k+1)%c3 2
—ka +b(c+ka)=2(k+1)b |—a+kb +c(a+kb)=2(k+ 1)c”.

Sabiranjem prethodne tri nejednakosti dobijamo

3 b3 3
(k + 1)2 ( bikc — aikb) + (k + 1)(ab + bc + ca) = 2(k + 1)(a? + b% + ¢?),
t.
@y 4 C 51 (2(a®+b?+c?) — (ab + bc + ca)) @)
b+kc = c+tka  a+kb T k+1 '

Na osnovu poznate nejednakosti
ab + bc + ca < a? + b? + ¢? (3)

i uslova a? + b? + c? = k + 1, iz (2) slijedi

a3 b3 c3 1 2 2 2
> — =
b+kc + ctka + a+kb ~ k+1 (@®+b*+c?) =1,

tj. (2). 0
Napomena. Specijalno, za k = 2 iz (1) slijedi (*).

Dokaz 2. KoriStenjem aritmeti¢ko — geometrijske nejednakosti za tri pozitivna broja
imamo

(k+1)3a® | (k+1)3a3
b+kc b+kc

(k+1)3a3 (k+1)3a3
b+kc b+kc

+ (b + kc)? 231 (b + kc)? = 3(k + 1)2a?,

(k+1)3p%  (k+1)3b3

i (k+1)3c® | (k+1)3c3
ct+ka ct+ka

a+kb a+kb

+ (c + ka)? = 3(k + 1)2b? + (a + kb)?
> 3(k + 1)2c?.
Poslije sabiranja ovih triju nejednakosti dobijamo

2k + 13+ 2 C Yy (b4 k) + (¢ + ka)?
b+kc c+ka a+kb

+(a + kb)? = 3(k + 1)%(a? + b? + ¢?).

Otuda, nakon sredivanja i upotrebe nejednakosti (3) i uslova a® + b? + ¢? = k + 1, slijedi
trazena nejednakost (1). (]

Dokaz 3. U [2] autor je dokazao nejednakost za pozitivne brojeve a, b, ¢, x, y, z:
234
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a?  b? 2 > (a+b+c)?
x y z = x+y+z

Na osnovu ove nejednakosti slijedi

ad n b3 n ¢ at n b* n c* - (a?+ b2+ c?)?
b+kc ' c+ka  a+kb  a(b+kc) = b(c+ka) = c(a+kb) = a(b+kc)+b(c+ka)+c(a+kb)’

_ (a?+b%+c?)?
" (k+1)(ab+bctca) ' (4)

Primjenom nejednakosti (3) i uslova a? + b?+c? =k + 1, iz (4) dobijamo trazenu
nejednakost (1). 0

Dokaz 4. U [3] autor je dokazao sljede¢u nejednakost

a® b el (a+b+c)3
- - —_ —
X + y + z 3(x+y+z) 1 (aF b! Cl x, y,Z > 0),

Primjenom te nejednakosti imamo

a’ n b3 n s a® n b® n c® (a?+ b2+ ¢?)3
b+kc c+ka a+kb  a3(b+kc) b3(ctka) c3(a+kb) — 3(a3(b+kc)+b3(ct+ka)+c3(a+kb))

_ (a?+ b?+ ¢?)3 ©)
3(a3b+b3c+c3a+k(ab3+bc3+cad))

Ako u poznatu nejednakost (x + y + z)? > 3(xy + yz + zx) stavimo
x=a?+bc—ab,y=b*+ca—bciz=c?+ab—ca,
dobijamo
@b +b3c+c*a < 2 (a? + b2+ c?)2, (6)
Ako u (6) promjenljive a i b zamijene mjesta imamo

ab®+a3c+c3b < %(b2 + a? + ¢?)?,
ili

ab® +bc® + ca® <3 (a? + b2 + c2)?. @)
Ako nejednakost (7) pomnozimo sa k i novodobijenu nejednakost dodamo nejednakosti

(6) dobijamo nejednakost

k+1

a3(b + kc) + b3(c + ka) + c3(a + kb) < T(a2 + b?% + c?)2.
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=2 (a® +b% +c2)?, ®)

zbog uslova k + 1 = a? + b? + ¢? . Konaéno, iz nejednakosti (8) i (5) slijedi Zeljena
nejednakost (1). O
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