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O JEDNAKOKRAKOM TROUGLU
Dragoljub MiloSevi¢ i Miladin Vulovié¢

Gornji Milanovac, Srbija

Sazetak. U ovom radu dajemo osam raznih rjeSenja jednog zadatka iz geometrije koji se
odnosi na jednakokraki trougao.
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DIFFERENT METHODS TO SOLVE A PROBLEM
ON THE ISOSCELES TRIANGLE

Abstract. In this paper we give eight different ways of one geometrical problem for the
isosceles triangle.
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U [3] je dato 9 dokaza da, za jednakokraki trougao ABC ¢iji je ugao naspram
osnovice BC jednak 20°, vrijedi relacija a® + b3 = 3ab?. Interesantno je da ova
jednakost vazi i kada je #BAC = 100°, umjesto ZBAC = 20°. Ovdje ¢emo dati osam
rjeSenja tog (izmjenjenog) zadatka:

U jednakokrakom trouglu ABC s uglom od 100° vazi jednakost

a3 + b3 = 3ab?, (€8]
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gdje su a i b duzine osnovice i kraka tog trougla.

Rjesenje 1. Konstrui§imo kruznicu k(A, AB = b), a potom na njoj odredimo tacke D i E
tako da bude CD = DE =BC =a (sl. 1). Trougao ABE je jednakostrani¢an, jer je

AB = AE =bi < BAE = 360° —3-100° = 60°. Cetverougao BCDE je jednakokraki
trapez (BC = DE = a,< BCD = < CDE = 80° i < CBE = < DEB = 100°),
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Slika 1

Neka je tatka P podnozje normale iz B na oshovicu CD. Prava koja sadrzi tacku A i
paralelna je sa BP neka sijece osnovice BE i CD redom u tatkama M i N. S obzirom da je
duz AM visina jednakostrani¢nog trougla ABE stranice b, imamo

AM=§\/§.

Primjenom Pitagorine teoreme na pravougli trougao ACN dobijamo

AN? = AC* — CN?,ili AN? = b* - (5)?
tj.
AN = ~V4bT = a? .

Kako je CP = %(CD —BE) = %(a — b), na osnovu Pitagorine teoreme primijenjene na
pravougli trougao BCP je

BP? = BC? — CP2,ili BP? = a? — ()2,
a odavde slijedi

BP = §\/3a2 ¥ 2ab — b2 .
S obzirom da je BP = AM + AN, imamo
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—\/3a2 +2ab — b? = —+ —V4b2 —a?
f.

V3aZ + 2ab — b% — V4b2 — a? = b3
Poslije kvadriranja posljednje jednakosti dobijamo

3a® + 2ab — b? — 2,/(3a? + 2ab — b%)(4b2 — a?) + 4b* — a® = (bV3)?,

Sto je ekvivalentno sa

J(3a? + 2ab — b2)(4b%2 — a?) = a® +ab .
Odavde, nakon kvadriranja i sredivanja, slijedi
a* + b* —3a%b? — 2ab® + a®b = 0.

Dijeljenjem posljednje jednakosti sa a + b dobijamo a3 + b3 —3ab? =0, §to je
ekvivalentno sa trazenom jednakos$c¢u (1). O

Rjesenje 2. Nad stranicom (krakom) AB trougla ABC, sa spoljasnje strane, konstrui$§imo
jednakokraki trougao ABD tako da <ABD = <BAD = 80°. Tada je <ADB = 180° — 2 -
80° = 20° i AD =BD =x (sl. 2).

D

Slika 2

Podnozje normale iz tacke C na pravu BD obiljezimo sa E. Kako je

<CBE =180° — (80° + 40°) = 60° i <BCE = 30°,
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pravougli trougao BEC je polovina jednakostrani¢nog trougla stranice BC = a, pa je BE =
1

—a.
2

Na osnovu Pitagorine teoreme primijenjene na pravougli trougao BEC je
CE? = BC? — BE? = a? - (;a)? = 3d?.
Primjenom te teoreme na pravougli trougao CDE dobijamo
CD? = DE? + CE%,ili (b+x)? = (x +5)* + 2d?,
tj.

a%—p?2

x=t @

Sada ¢emo koristiti dokazanu lemu (v. [1]): 4ko u trouglu ABC vazi a = 2 3, onda je
a? = b(b +c).
Na osnovu ove leme primijenjene na trougao BCD (sl. 2) je

x> =a(a+b +x). 3)
1z jednakosti (2) i (3) je
aZ_ bZ 2 aZ_ bZ
(Zb—a) =ala+b+ 2b—a ),
odakle, nakon sredivanja i skra¢ivanja, slijedi trazena jednakost (1). 0

Rjesenje 3. Odredimo tacke D i E kao u rjeSenju 1. Presjeke pravih AC i AD sa pravom
BE obiljezimo sa F i G redom (sl. 3). Trougao ABE je jednakostranic¢an, jer AB=AE =D i
< BAE = 60°.
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Slika 3
Prava koja sadrzi taku E i paralelna je sa CF neka sije¢e BC u K. U trouglu BKE je
<EBK =60° + 40° = 100° i < BKE =< BCA = 40°
(ostri uglovi s paralelnim kracima), pa je
< BEK = 180° — (100° + 40°) = 40°,
To, pak, znaci da je trougao BKE jednakokraki, tj. BK = BE = b. Zbog toga je
CK =BC—BK =a—b.
Takoder, i trougao CFB je jednakokraki, pa je
BF =BA=aiEF =a—b.
1z podudarnosti trouglova AFE i ABG (pravilo USU) slijedi
BG=EF =a—-biFG=a+(a—b)=2a—-b.
Trouglovi BKE i BCF su sli¢ni, pa je
KE:CF = BK: BC, ili a: (b + AF) = b: a.
Odavde je
AF = %(a2 — b2). ()
Na osnovu sli¢nosti trouglova AFG i ABC imamo
FG:BC = AF:AB, tj. (2a—b):a = AF:b.
1z posljednje jednakosti slijedi

AF =2(2a - b). (5)

a

Konacno, iz jednakosti (4) i (5) dobijamo a3 + b3 = 3ab?. O

RjeSenje 4. Na stranici BC odredimo tagku D tako da <BAD= 60° , a potom produzimo
duz AD do tacke E tako da AE= AB = AC = b(sl. 4). Neka je tacka H podnozje normale
iz A na BE. Pravougli trougao BAH (kao i AEH) je polovina jednakostrani¢nog trougla
hipotenuze b, pa je
AH = %b i BH = 2\/5 (Pitagorina teoremal).
Tada je
BE = BH + HE = 2 - BH = bV/3.
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Slika 4

Na osnovu Stjuartove teoreme primijenjene na trougao ABC je

BC - (BD - CD + AD?) = AB? - CD + AC? - BD,
i
a(x(a —x) +x?) = b®x + b%(a — x).
2
1z poslednje jednakosti dobijamo x = % Primjenom Stjuartove teoreme na trougac BDE
imamo:

DE - (AD - AE + AB?)= BD? - AE + BE? - AD,
i
(b+x)(x-b+b?) = (a—x)*b + (bV3)*x.

Odavde, zbog x = —baz, slijedi
b2, (b2 b2 b2
(b+:)(?'b+b2) = (a—?)2b+3b2 T

Nakon sredivanja i skracivanja, iz posljednje jednakosti slijedi trazena jednakost (1). 0

RjeSenje 5. Odredimo tacku D kao u rjeSenju 4 (sl. 4). Trouglovi ADC i ABC su sli¢ni, pa
je

AC:BC=CD:AC, ili b:a=x:b.
Odavde je

x = —. (6)
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Na osnovu kosinusne teoreme primijenjene na trougao ABD dobijamo

BD? = AB? + AD? — 2AB - ADcos(< BAD),
i
(a —x)%? = b? + x? — 2bxcos60°,

odnosno
a’® — 2ax = b? — bx (zbog cos60° =%).
Otuda je
az_bz
x =20 ™
Iz jednakosti (6) i (7) implicira a3 + b3 = 3ab? , tj. (1). 0

Rjesenje 6. Nad stranicom AB trougla ABC konstruisemo jednakostrani¢an trougao ABD
dako da se duzi BC i AD sijeku u tacki E (sl. 5). Neka je DE = x. Tada je

AE = CE = b — x (trougao AEC je jednakokraki, zbog <CAE = <ACE = 40°)
BE=a—Db +x.
Na osnovu leme iz rjeSenja 2 primijenjene na trougao ABE (<AEB = 2-(<ABE) ), Imamo

b>=(b-x)(b—x+a—b+x),
odakle je

=1 _p2
x—a(ab b?).

Slika 5

Primjenom kosinusne teoreme na trougao BDE dobijamo
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(a—b +x)? = b? + x? — 2bxcos60°,

paje , , ,
(a—b+2=2) =p2 4+ ()2 —2p - 220
Poslije sredivanja posljednje jednakosti imamo
a* + ab3® = 3a?b?.
Otuda, nakon dijeljenja lijeve i desne strane sa a, slijedi Zeljena jednakost (1). 0

Rjesenje 7. Kako je
a = 2bsin50° i
a? = 4b?sin?50° = 4b? -%(1 — ¢0s100°)
= 2b%(1 — c0s100°),
to mnozenjem ovih dviju jednakosti dobijamo
a3 = 4b3(sin50° — sin50°c0s100°).
Zbog
sin50°c0s100° = %(sin(lOOO +50%) — sin(100° — 50°))
= %(sinlSO0 — sin50%)

=L(L_ in50°
2(2 sin50 ),
prethodna jednakost postaje

a® = 253 (3sin50° - 3),

Odnosno
a® + b3 = 6b3sin50°.
Otuda slijedi
a’® + b3 = 3 - (2bsin50°) - b% = 3ab?,
tj. (1).

Rjesenje 8. Primjenom kosinusne teoreme na trougao ABC imamo
b? = a? + b? — 2abcos40°, odakle je cos40° = % :
Na osnovu poznate trigonometrijske identi¢nosti

cos3x = 4cos3x — 3cosx ,
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za x = 40°, dobijamo
c0s120° = 4c0s5340° — 3cos40°,

pa je
_l_ 423 .2
2_4(21;) 3 2b "

Odavde konacno slijedi
a3 + b3 = 3ab?.

Napomena 1. Zadatak se moze rijesiti i metodom koordinata.

S obzirom da za jednakokraki trougao ABC u kojem je ugao naspram osnovice BC
jednak 20° ili 100° vrijedi jednakost a® + b3 = 3ahb?, nameée se pitanje: Da li uslov
<BAC = 20° odnosno < BAC = 1000 i tvrdnja a® + b3 = 3ab? mogu zamijeniti mjesta?
Odgovor je pozitivan. Naime, vazi sljedeca teorema:

Teorema. Ako je u jednakokrakom trouglu ABC (AB=AC=biBC=a) a®+b3 =
3ab?, ondaje < BAC = 20° ili < BAC = 100°.

Dokaz. Neka je < BAC=a i < ABC =< ACB = [.Na osnovu sinusne teoreme je
© = Kako je f=(180° —a):2 = 90° — <, imamo sinf = sin (900 - “) =

sina sinf 2

a

cos=. S obzirom da je sina = 2sin=cos= dobijamo —s——= = —= , odakle je
2 2 2 Zsmgcos— 0S=

2 ¢ 2
a= 2bsin%. Uvritenjem a = 2bsin% u jednakost (uslov) a3+ b3 = 3ab? dobijamo

(2bsin2)? + b® = 3 - 2bsin= - b2, Hj.

85in3%+ 1= 6sin% : (8)

Kori§tenjem poznate trigonometrijske identi¢nosti sin3t = 3sint — 4sin3t, zat = %,

. . 3a Lo L 3a o, . .
Imamo sin—- = BSmE — 4sin® 5 Stoje ekvivalentno sa

8sin® % + 25in37a = 6Si7’l% . 9)

Iz jednakosti (8) i (9) implicira 2sin>" = 1, odnosno sin>* = . Odavde je >~ = 30° ili

2 =150, tj, & =20 ili @ = 100". D

Napomena2. Teorema se moze dokazati i planimetrijski.
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