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SaZetak. U ovome clanku se iznose neka iskustva o tome, kako ucenike motivirati da
produktivnije savladavaju gradivo iz matematike. Naime, Cesto se desavalo da ucenici na
kasnijim satima matematike, u istom radnom danu, osjecaju umor a time i smanjeni
interes za matematiku. ldeja vodilja, da se to izbjegne, je bila da ih se , Sokira“ nekim
zgodnim zadacima, ali tako da im se ucini da su , pametniji i brzi“ od scientific
calculatora. Dakle, oni trebaju steci utisak, da mogu izracunati i takve multiplikacije, Cije
izlazne vrijednosti ne mogu biti prikazane na despleju kalkulatora u integer varijabli. U
toj situaciji je kalkulatoru jedino preostalo da rezultat naznacenih operacija prikaze u
varijabli floating point, premda je to opcenito priblizna vrijednost. Jasno je, da je cilj
svega toga, da se kod ucenika probudi interes i postigne vecu aktivnost u nastavi
matematike i u prakticnoj primjeni.

Kljucne rijeci. Mnozenje velikih brojeva bez kalkulatora, animiranje ucenika.

Multiplication of the natural and decimal number with the potency
of number five having a natural exponent

Abstract. This article presents some experiences on how to motivate students to more
effectively master mathematics. In fact, it often happened that students at mathematics
later on, on the same working day, feel tired, and thus have reduced interest in
mathematics. The idea to guide them, to avoid this, was to shock them with some cool
tasks, but to make them "smarter and faster™ than the scientific calculator. So, they need to
get an impression, so that multiplication can be calculated, whose output values can not
be displayed on the calculator scales in the integer variables. In this situation, the only
calculator remains that the result of the indicated operations is displayed in floating point
variables, although this is generally approximate. It is clear that the aim of all this is to
awaken interest in students and achieve greater activity in teaching mathematics and
practical application.
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Uvodne napomene

Dolazi vrijeme totalne kompjuterizacije, pa su kalkulatori instalirani i u
mobitele, tako da viSe ne treba troSiti vrijeme za osnovne operacije s brojevima. I
upotreba logaritamskih tablica je uglavnom izbacena iz Skolskih programa. Iz
svega toga proizilazi da se i vjeStina racunanja s konkretnim brojevima smanjila,
pa se deSava da se neki ucenici, i ne samo oni, masaju kalkulatora za
najelementarnije racunske operacije. Uvjetno receno, postoji puno metoda brzog
ra¢unanja napamet. No, mi ¢emo se ovdje ograniciti samo na mnozenje prirodnih
i decimalnih brojeva s potencijom 5%, gdje je k € N. Na osnovi re¢enog, ovim
¢lankom bi se trebalo malo oziviti kod ucenika interes za umijece racunanja. No,
jos je vaznije da se treba njegovati sposobnost grube procjene ishoda racunskih operacija,
koje se primjenjuju u svakodnevnoj praksi unato¢ blagodatima danasnjih mogucnosti
racunske obrade podataka svih vrsta.

Mnozenje prirodnog broja s brojem 5

Prisjetimo se, da smo jo$ u osnovnoj skoli uo¢ili, da je prirodni broj lakse s
2 dijeliti nego s 5 mnoziti. U matematickom prikazu, to bi znacilo daje n-5 = % :
10; gdje je n € N. Iz toga je slijedilo, grubo receno, da ako je broj n paran tada
kvocijentu n/2 dopiSemo znamenku 0, a ako je neparan tada tom kvocijentu

dopiSemo znamenku 5. Tako je npr. 9565 = 922- 10 =4780 ili npr . 569-5 =

522- 10 = 284.5- 10 = 2 845.

Jasno je, da nastavnik ima u glavi ovaj algoritam:
n-5= EJ 100 + 5 p,, akojen € Nin = p,(mod2),
gdje je p, € {0,1}, koji se jos ne treba ucenicima iznositi, jer ¢emo induktivnom
metodom ic¢i na opcenitije slucajeve.

Mnozenje prirodnog broja s brojem 25

Sada ucenicima mozemo redi, da pomocu kalkulatora provjere tocnost
produkta 124 -25 = 3100. Oni aktiviraju kalkulatore i provjeravaju napisani
produkt, ali joS nema odusevljenja. Nadalje, mozemo zapisati, da je 194625 =
48 650. Sada oni s nevjericom provjeravaju, pa je vidljivo da se budi interes.
Dajemo i sloZenije produkte, kao npr. 26 194825 = 6 548 700, ... Nadalje im
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kazemo, da pomocu kalkulatora provjere mnozenje 448 122 436 64883225 =
11203 060 916 220 800. No, sada ih ovo ve¢ malo Sokira, jer oni na kalkulatoru
dobivaju da taj produkt ima vrijednost 1.120 306 091 622 08 - 10'¢, pa im je prva
pomisao da je vrijednost priblizna, premda je to¢na, ali je zapisana u obliku
floating point. Svakako, da napominjemo da ovu tocnost mogu kod kuce i
provjeriti. Medutim, sada navodimo produkt, koji je totalno izvan domene i
scientific calculatora; npr.

19 061946 260 719 483 695 - 25 = 476 548 656 517 987 092 375. (1)

Dakle, tu smo pomnoZili dvadeseteroznamenkasti broj s brojrm 25 i dobili smo
broj, koji ima dvadeset jednu znamenku. I kona¢no napominjemo, da lako
mozemo bilo kako veliki broj toéno mnoziti s 25. I tada se medu ucenicima
pojavljuje Zelja, da saznaju tajnu toga brzoga mnoZenja.

Sada mozemo ispisati jednakost, bolje reci identitet,

n-25=5%-100; gdiejen €N, @)

tada je odmah jasno da vrijedi algoritam: , Prirodni broj mnoZzimo s 25, tako da taj
broj - koji je djeljiv s 4 - podijelimo s 4 i dopiSemo jos dvije nule; zapravo
mnozimo sa 100 “. No, §to je u onim slucajevima kada broj n nije djeljiv s 4? Npr.,
iz (2) slijedi: 17 - 25 = 4.25- 100 = 425, 1825 = 4.50- 100 = 450, 1925 = 4.75"-
100 = 475. Na osnovi toga mozemo iskazani algoritam jo$ bolje precizirati:
,Prirodni broj mnozimo s 25, tako da taj broj podijelimo s 4 i ako je djeljiv tim
brojem tada tome broju dopiSemo jo$ dvije nule; ako ima u diobi s 4 ostatak 1,
tada dopiSemo 25; ako u diobi ima ostatak 2 tada dopiSemo 50 i ako u diobi ima
ostatak 3 tada dopisujemo 75”. Svakako, da bi se ovaj algoritam mogao preciznije
izrecu, ali bi bio dosta glomazniji. I kona¢no ucenicima je jasno da ,napamet”
mogu prirodni broj mnoziti s 25, ali je potrebno znati to¢no taj broj dijeliti s 4. I na
kraju odusevljenim ucenicima treba preporuciti, da ovo brzo mnoZenje pokazu
svojim prijateljima, ako oni s ovim nisu upoznati.

Recimo i to, da se mogu postaviti i problemi, kako se prirodni broj moze
brzo mnoziti s: 250, 2 500, ..., 2.5, 0.25, 0.025, ... Lako se moze dodi do algoritma
za ove slucajeve.

Napomena 1. Da se nastavnik s ovim operacijama, iako su elementarne,
previsSe ne zamara, tada je zgodno da grupe znamenka, koje tvore broj po
dijelovima od jedne ili po dvije znamenke budu djeljive s 4, tako brzo i bez
pogreske imamo da je npr.

8416 483 241 220888-25 = 210412081 030 522 200.
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Jo$ bi mogli dodati, primjenjujuéi ovo pravilo, da lagano mozemo i broj od npr.
100 znamenaka mnoziti s 25.

Napomena 2. 1 konacno sada moZemo dati i strogi matematicki iskaz
algoritma o mnoZenju prirodnog broja s brojem 25 koji glasi:

n-25= l;—lJ 100 + 25 - py, ako jen € Nin = p,(mod4),

gdje je p, €{0,1,2,3}. Svakako, da sada moramo objasniti i pojam kongruencije,
ako u razredu bude interesa za to.

MnoZenje prirodnog broja s brojem 125

Ako ucdenicima kaZemo, da pomocu kalkulatora provjere da je npr.
327125 = 40875, tada ce ih i to oduseviti, ali ¢e biti u jos vecem iznenadenju
ako im napiSemo, da je

3224406416888 565632324 056125 =
403 050802 111 070 704 040 507 000, 3)

jer i ovaj produkt se ne moze napraviti pomoc¢u obi¢nog kalkulatora, a mi ga

izra¢unamo ,en passant”.
Uz malo razmisljanja ucenici ¢e do¢i do zakljucka, da se ova mnoZenja s

125 baziraju na ovome identitetu
n . .
n-125=£-1000; gdjejen € N. (4)

Vidimo da smo u (3) faktor od 25 znamenaka konstruirali tako, da su po dvije
znamenka u njemu dijeljive s 8, zbog toga da do rezultaza dodemo brzo i bez
Zamaranja.
Ako primjenimo (4), tada dobivamo npr.:
328

328125 = ra 1000 = 41-1000 = 41 000,
329-125 = %- 1000 = 41.125-1000 = 41 125,
330-125 = %- 1000 = 41.250- 1000 = 41 250,
331-125 = %- 1000 = 41.375-1000 = 41 375,
332-125 = %- 1000 = 41.500-1000 = 41 500,
333-125 = %- 1000 = 41.625- 1000 = 41 625,
334-125 = 22.1000 = 41.750 - 1000 = 41 750,

8

335
335-125 = ra 1000 = 41.875-1000 = 41 87.
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Kolokvijalno receno, vidimo da ako je broj djeljiv s 8, tada dopisijemo 000; ako je
ostatak pi djeljenju 1, tada dopisujemo 125 (to je 1-125); ako je ostatak pri
dijeljenju s 2, tada dopisujemo 250 (to je 2 - 125); ...., ako je ostatak pri dijeljenju 7,
tada dopisujemo 875 (to je 7 - 125).

Na osnovi izrecenog sada mozemo lako izravnim zapisom reci da je npr.:

27 315719243 -125 = 3 414 464 904 250.

Napomena 3. Detaljnu didakti¢ko-metodi¢ku analizu u sluc¢aju mnozenja

sa 125 moZemo jednostavno provesti kao i u slucaju mnozenja s 25.

Napomena 4. Ucenicima se mogu postaviti i problemi, kako se prirodni
broj moze brzo mnoziti s: 1 250, 12 500, ..., 12.5, 1.25, 0,125, ... Za ocekivati je, da

¢e oni lako do¢i do algoritma i za ove slucajeve.

Napomena 5. Jednostavno mozemo dokazati, da strogi matematicki iskaz
algoritma o mnoZenju prirodnog broja s brojem 125 glasi:

n-125= [g] -1000 + 125 - pg, ako je n € N in = pg(mod8); (5)
gdje je pg € {0,1,2,3,4,5,6,7}.
MnoZenje prirodnog broja s brojem 5*
Na osnovi predhodnih razmatranja zakljucujemo, da strogi matematicki
iskaz algoritma o mnoZenju prirodnog broja s brojem 5* glasi:
n-5k = lzn_kl -10k + 5% - p.i, akoje k,n€Nin= p,x(mod 2"); (6)

gdje je pox € {0,1,2,3,...,2% — 1}. No, tu bi se trebalo malo viSe pozabaviti pojmom
kongruencije.

Napomena 6. 1z (6) lijedi, ako je k = 4, tada bi imali algoritam za mnoZenje
prirodnog broja s 625 = 5%, koji bi glasio:

n-625 = [1"—6] -10% + 625 - p1g, ako je n € Nin = pyg(mod 16); (7)
gdje je p16 €10,1,2,3, ...,15}.

Sada vidimo da mnoZenje napamet s 625 i nije previse jednostavno, jer

moramo izvrSiti dijeljenje prirodnog broja s 16 te ostatak dijeljenja mnoziti s 625 ...
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(sve se vidi u (7)). Vidljivo je, da je 17625 = 10625, ali bi trebalo malo vise
koncentracije, da se napamet dobije da je 283 - 625 = 176 875. Medutim, da ne bi
ulenici ,zadrijemali” moZemo im dati, da kalkulatorom provjeru tocnost
produkta 324 864 - 625 = 203 040 000. No, i bez kalkulatora ¢e im sada biti jasno
daje

6416 328096 329 617 - 625 = 4 010 205 060 205 010 625.
I konacno, sada je jasno da je:

32-3125=100000, 649 633-3125=2030103125, ..,
jer sve to slijedi ako primijenimo (6).

MnoZenje decimalnog broja s brojem 5*

Ucenici ¢e se iznenaditi, ako im ispiSemo produkt
32644809 616 321 606 496,16048 - 625 = 20 403 006 010 201 004 060 100,3;

jer je tu kalkulator za tocnu vrijednost potpuno nemocan, a k tome se pojavljuje i
decimalni broj. No, brzo ¢e shvatiti, da do ovoga rezultata mogu doci primjenom
(7).

Moramo progjieniti, da li u¢enici imaju interesa, da se izvede generalizacija
algoritma (6), ali tako da se on moZe primjeniti i na decimalne brojeve s konacno
mnogo decimala. Dakle, neka je dan decimalni broj, koji se sastoji od ukupno

p + q dekadskih cifri, ali tako da je broj cjelobrojnih cifri p a g je broj decimalnih
cifri, a prikazujemo ga u obliku

dp,q = apap_l azal,blbz bq—lbqr (8)
a u konkretnom kanonskom zapisu to znaci da je
dy, =10P"1a, + 4+ 10'a, + 10%a; + 1071h; + 1072by + -+ 107 7b,. 9)

Iz (8) slijedi da je 10%d,, € N, a ako sada primjenimo (6), tada dobivamo, da je
produkt toga broja i broja 5¢ dan vezom

q
107d,,4 - 5% = [<522] - 10% + 5% - pyi,

a odatle slijedi algoritam za produkt decimalnog broja d,, , i broja 5% koji prima
oblik

dp g - 5% = 1079 (|25222] - 105 + 5% - pye), (10)

zak €N 1109d,, = p,c(mod 2¥), gdje je p,r € {0,1,2,3,...,2F — 1}.
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Zadatak . Primjenom (10) izracunajmo produkt 246,3157 - 25.

Rjesenje. 246,3157 - 25 = 10~* (| 2222
gdje je 2463157 = p,(mod 4), pa je p, = 1. Dakle i ovaj produkt smo lako

|- 102+ 25-p,) = - = 6157,8925,
izracunali, a sam rezultat moZemo provjeriti i pomocu kalkulatora.

Napomena 7. U [2] su osim ovog gradiva obradene i neke druge
mogucnosti mnoZenja i zbrajanja napamet s velikim brojevima, kao npr.: MnoZenje

dvoznamenkastog broja s brojem 11, Kvadriranje broja 11 ...1, Izracunavanje sume nekih
1=n<9

konacnih redova napamet,... Tako bi mogli napamet izra¢unati da je (110)1+

(120) 2+ (130) 34t (18) 10 = 5120,  log [(10000) + (10100) + (10200) Foeet

(}888)] =301, ali moramo znati osnovno gradivo o sumama s binomnim

boeficijentima. Iz ove zadnje jednakosti slijedi da broj 21°%° ima 302 znamenke.
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