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PET RAZNIH DOKAZA
JEDNE ALGEBARSKE NEJEDNAKOSTI

(Five diverses proofs of one algebraic inequality)

Sefket Arslanagi¢

Sazetak: U ovom radu su data pet raznih dokaza jedne algebarske nejednakosti:

a> b> ¢ _a+b+c
+ >

b+c c+a a+b 2

7

gdje su a,b,c>0.
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Kosi-Bunjakovski-Svarca, Cebiseva Jensena.

Abstract: In this paper we give five diverses proofs of one algebraic inequality:

a? b> c? _atb+c

+ >
b+c c+a a+b 2

7

where a,b,c>0.
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U ovom radu ¢emo dati pet raznih dokaza jedne algebarske nejednakosti koja
glasi:
2 2 2
a” | b LC 2a+b+c’ (1)
b+c c+a a+b 2
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gdje su a,b,c realni pozitivni brojevi.

Dokaz 1. Nakon mnozenja date nejedankosti sa 2(b+c)(c+a)(a+b)>0,

dobijamo ekvivalentnu nejednakost:

Z[az(c+a)(a+b)+b2(b+c)(a+b)+c2(b+c)(c+a)}z(a+b+c)(b+c)(c+a)(a+b)
<:>2[a2(ac+a2+bc+ab)+b2(ab+ac+b2+bc)+cz(bc+ab+c2+acﬂ2
2(ab+ac+b2+bc+bc+c2)(ac+a2+bc+ab)

<:>2(a4+b4 +c4+a3c+a2bc+a3b+ab3+ab2c+b3c+b3c+ab02+ac3)2

>4abc+4ab’c+4abc? +2a°b? +2b%c? +2a%c? +ab+a’c+bic+ab® +ac® +bc?

2@t + bt +cY) +ab +ab? + b3c + a’c + acd
> 2a’bc + 2ab®c + 2abc? + 2a%b? + +2b%c? + 2a’c? ()

Koriste¢i dobro nam poznatu nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske
sredine za dva pozitivna broja, imamo:

a’b+ab®>2ab?, (3)
bic+bc® >2b%c?, (4)
cla+ac®>2a%c?. (5)

Na osnovu nejednakosti:
x*+y*+ 24 > x%y? + 9?22 + x%2% (zax,y,z € R),

Sto je ekvivalentno sa valjanom nejednakos¢u

ZIGP — Y+ 0 = 2 4 (@ -2 2 0,

imamo:
a* +b* +c*>a’b? +b%c? +a%c? >ab-bc+bc-ac+ab-ac,
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t.
2(a4+b4+c4)2(ab20+abcz+a2bc). (6)

Sabirajuci sada nejednakosti (3), (4), (5) i (6), dobijamo nejednakost (2), a ovim je
data nejednakost (1) dokazana.

Vrijedi jednakost u (1) ako i samo ako je a=b=c.

Dokaz 2. U ovom dokazu ¢emo koristitit nejednakost Kosi-Bunjakovski-
Svarca. Na osnovu te nejednakosti imamo:

[[ == J;bﬂ[wm)z+(4c+a)2+(4a+b)2}2

N, ct+a+

2
b
b+C+—— Ja+b
Je+a j

a c
> —- I
(\/b+a Ja+b

SN a’ + b* + ¢ [2(a+b+c)}z(a+b+c)2
b+c c+a a+b

a?  bp®>  c? (a+b+c)2
+ + > ,
b+c c+a a+b 2(a+b+c)

2 2 2
a b c a+b+c
+ + > , d.
b+c c+a a+b 2

Dokaz 3. Ne umanjujuci opstost, pretpostavicemo da je a=b>c, a odavde
slijedi:
1 1 1
> = .
b+c c+a a+b

Na osnovu nejednakosti Cebiseva sada slijedi:

2 2 2
2a’ | 2b° | 2c zg(a2+b2+cz)( t .ttt j (7)
b+c c+a a+b 3 b+c c+a a+b
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Koristec¢i nejednakost izmedu kvadratne i aritmeticke sredine za tri pozitivna

broja, imamo:
,a2+b2+c?‘ _atb+c
3 -3 7

t.
a’+b%+c? 2(a+b+cj2. ®)
3 3
1z (7) i (8) dobijamo nejednakost:
20> 207 2c? 22(a+b+cj2[ 1,1 1 j ©)
b+c c+a a+b 3 b+c c+a a+b
Iskoristimo sada i nejednakost izmedu aritmeticke i harmonijske sredine za tri
pozitivna broja koja glasi:
l( 1 N 1 N 1 jz 3 )
3\b+c c+a a+b t 1.1
1 1 1
b+c c+a a+b
tj.
1 1 1 S 9 (10)

+ + = .
b+c c+a a+b 2(a+b+c)

Najzad, iz (9) i (10) slijedi nejednakosti:
a® b’ _a+b+c

+ + >
b+c c+a a+b 2

7

a ovo je nejednakost (1) koju je trebalo dokazati.

Dokaz 4. U ovom dokazu ¢emo koristiti nejednakost Jensena. Koristicemo
funkciju koja glasi:
2

f(x)=$; (0<x<s).

2 2
:2xs—x f”(x): 2s

ako je f'(x
K je f'(x) (s——x)2 (5—x)

7>0, ¥xe(0,s), to je funkcija f konveksna

pa na osnovu Jensenove nejednakosti, imamo:
a+b+c
f(a)+ f (b)+ f (c)231 (

te uzimamjucdi da je a+b+c=s, dobijamo iz gornje nejednakosti:

); (0<ab,c<s)
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2
(Sj
2 2 2 A
a b c >3. 3

+ +
b+c c+a a+b s 3
3

2 2 2 i

a + b + ¢ >392
b+c c+a a+b 28
3

2 2 2
a b c a+b+c
+ + > .g.e.d.
b+c c+a a+b 2

Dokaz 5. Ovdje ¢emo koristiti opet nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine za dva pozitivna broja:

1f a®  b+c a’ b+c §
2\ b+c 4 b+c 4 "7
2
a | bre,. (11)
b+c 4
Imamo i analogne nejednakosti:
2
b7 cHany (12)
c+ta 4
i
2
LA (13)
a+h 4

Sabirajuci sada nejednakosti (11), (12) i (13), dobijamo nejednakosti:
a> b*> ¢ a+b+c
+ +

>a+b+c,
b+c c+a a+b

a odavde

2 2 2
a b c a+b+c
> .g.e.d.

+ + >
b+c c+a a+b 2

Sada ¢emo prokomentarisati svih pet datih dokaza.

Dokaz 1. je najduzi i zahtijeva puno ,fizickog rada”. Obicno se ucenici
opredijele za ovaj dokaz s namjerom da se oslobode razlomaka. Oni koji se odluce
za ovaj dokaz znaju nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za
dva pozitivna broja, ali ne poznaju poznate klasi¢ne nejednakosti kao $to su
nejednakosti Kosi-Bunjakovski-Svarca i Cebiseva.
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Za Dokaz 2. se koristi nejednakost Kosi-Bunjakovski-Svarca koja igra
izuzetno vaznu ulogu u teoriji o nejednakostima. Ovdje je vazno napomenuti da
se data nejednakost napise u obliku nejednakosti Kogi-Bunjakovski-Svarca.

Dokaz 3. zahtijeva poznavanje i primjenu nejednakosti Cebiseva. Vazna je
ovdje pretpostavka da moZemo uzeti ne umanjujudi pri tome opstost da je a=b>c
12121(ilil<1<1
b+c c+a a+b
dokaz je potrebno znati nejednakosti izmedu kvadratne i aritmeticke sredine

(ili a<b<c), a odavde

< < ). Naravno, za ovaj
b+c c+a a+b

odnosno izmedu aritmeticke i harmonijske sredine za tri pozitivna broja.

Za Dokaz 4. se koristi nejednakost Jensena. Ovdje je najvaznije formulisati
funkciju f koja je u datom intervalu konveksna. Rije¢ je o funkciji:
2

X

f(x):a; (0<x<s).
Nakon uvodenja smjene a+b+c=s, gdje vazi ab,ce(0,s), brzo se dode do date
nejednakosti.

Dokaz 5 je po mom skromnom misljenju pravi ,biser” zbog svoje kratkoce i
elegancije. Ovdje je potrebno znati samo nejedankost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine za dva pozitivna broja. Ideja za dokaz je takoder briljantna.
Ovaj dokaz moZe da bude od velike koristi uc¢enicima i studentima koji pokazuju
vedi interes za ovu oblast matematike.

Na kraju misljenja sam da ¢e ovaj rad biti od veceg interesa i koristi njegovim
bududim ¢itaocima.

LITERATURA

[1] S. Arslanagié. Matematika za nadarene, Bosanska rijec, Sarajevo, 2005.

[2] S. Arslanagi¢, Metodicka zbirka zadataka sa osnovama teorije iz elementarne
matematike. Grafi¢ar promet d.o.o., Sarajevo, 2006.

[3] R. Bulajich Manfrino, J.A. Gomez Ortega and R. Valdez Delgado. Inequlities -
A Mathematical Olympiad Approach. Birkhauser, Basel-Boston-Berlin, 2009.

[4] Z. Cvetkovski. Inequalities-Theorems, Techniques and Selected Problems, Springer
Verlag, Berlin-Heidelberg, 2012.

100



