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TRI DOKAZA JEDNE ALGEBARSKE NEJEDNAKOSTI
I JEDNO NJENO UOPSTEN]JE

Three Proofs of One Algebraic Inequality

and One its Generalization

Dragoljub MiloSevié

Gornji Milanovac, Srbija

Sazetak. U ovom radu dajemo tri dokaza nejednakosti za pozitivne brojeve a i b takve da
jeab = 1:
2 2
(a+2b+m)(b+2a+m) > 16,
a potom i njenog uopstenja
n
(a+bn+a+n—_l)(b+an+

n
b+n—-1

) >(n+2)?,
gdje je n prirodan broj.

Klju¢ne rije¢i i izrazi: algebarska nejednakost, nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine pozitivnih brojeva (A - G nejednkost), nejednakost Kosi —
Bunjakovski — Svarca, uopstenje.

Abstract. In this short article we give three proofs for one algebraic inequality for the
positive real numbers a i b such that ab = 1:
2 2
(a+2b+m)(b+2a+m) > 16,
and after that we also five one its generalization

n n 2
(a+bn+ m—_l)(b+an+ b+n_1)2(n+2) ,

where n is a positive integer.
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Na 17. Juniorskoj matematickoj olimpijadi odrZzanoj u Antaliji (Turska), juna

2013, godine, postavljen je sljedeci

Zadatak: DokazZi da nejednakost
@+2b+ =) (b+2a+=)216 (1)

vrijedi za bilo koje pozitivne brojeve a i b takve da je ab > 1.

Ovdje ¢emo dokazati nejednakost (1) na tri nacina, a potom ¢emo dokazati i

uopstenje (generalizaciju) te nejednakosti:

( 2 (

gdje je n prirodan broji ab > 1. Manje upuceni ¢itaoci, termine i tvrdnje koje se

)= (n+2)? @)

koriste u ovom tekstu a nisu prethodno determinisani, mogu pronaci u knjizi [1].

Dokaz 1. Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine

a+1 2.
za dva pozitivna bro]a— i — imamo

odakle, dodajuci lijevoj i desnoj strani prethodne nejednakosti po aT_l + 2b, sledi

a+4b+3

2 a+3
a+2b+m27+2b— 5
Na isti nacin (ali i permutacijom varijabli a i b) dobijamo

b+ 20+ >2a+70 =220

Zbog toga je

a+4b+3 b+4a+3
(a+2b+—)(b+2a+m)_ L ©)

Nadalje, koristicéemo nejednakost Kosi — Bunjakovski — Svarca za pozitivne
brOjeve a;,ap,as, bl,bz, b3 :

(ayby + azb, + asb3)? < (a? + a3 + a3)(b? + b3 + b3). (4)
Ako u (4) stavimo
a = \/a,az = 2\/3,613 = \/§.b1 = \/E,bz = 2\/5 ib3 = \/§/

dobijamo
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(Vab + 4Vab + 3)* < (a+ 4b + 3)(b + 4a + 3). (5)

Iz nejednakosti (3) i (5), zbog uslova (uvjeta) ab = 1, slijedi trazena nejednakost
(1)

Dokaz 2. S obzirom da su a i b pozitivni brojevi i ab > 1, pozivajudi se opet
na odnos izmedu aitmeticke i geometrijske sredine za brojeve a i % , dobijamo

1 1
a+b=z2a+-2=22|a-—=2.
a a

, e 1 2 e
Prvo éemo transformisati zbir a + 2b + —; na slededi nacin

procjenu

2 2
a+2b+m—b+(a+b)+m
2
2b+2+a_+1 (zboga+b22)

b+1  b+1

2 2
—(b+1)+m+1— T+T+m+1

i ako sada koristimo aritmeticko — geometrijsku nejednakost za ova Cetiri
pozitivna broja, dobijamo:
2 +[w+1)?
_—
a+t2b+—=4 2@t D (6)

Po analogiji (ali i koriste¢i se permutacijom varijabli a i b u prethodno dobijenoj
nejednakosti (6)), dobijamo

2 4 [(a+1)2
b+2a+bﬂ>24fzﬁﬁ. (7)

Na temelju nejednakosti (6) i (7), te primjenom A-G nejednakosti za dva pozitivna
broja i uslova ab = 1, imamo redom:

2 2 4[(+1)?  (a+1)?
(@+2b+ (b +2a+ 7)) 216 ;o550
42vb 2va

=16%¥ab
> 16,

tj. dobijamo trazenu nejednakost (1).
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Dokaz 3. Primjenom nejednakosti Kosi — Bunjakovski — Svarca (4) dobijamo
procjenu

(a+2b+i)(b+2a+i)—((a+b)+b+i)((a+b)+a+i)
a+1 B a+1

b+1 b+1
2 2
> (a+b++ab + —0) (8)
pri ¢emu smo se sada ocigledno koristili zamjenama
— V2 V2
a1:b1: a+b, azz\/E, a3 = ———, b2=\/a,b

@+1) ST Jb+D
S druge strane, na osnovu A-G nejednakosti i uslova ab > 1, sada imamo procjene
a+b=2vab 22 i (a+1D)+OB+1)=22/(a+ Db +1),

2 4

Y@+ (b+1) = a+b+2’

Sto znaci da je

2 4
a+b+vab+m2 a+b+1+a+b+2
_ (kbiD(@rh=2)
a+b+2
=4

)

pa iz (8) sledi traZena nejednakost (1).

Sada ¢emo dokazati generalisanu nejednakost (1), tj. nejednakost (2).

Dokaz. Ako u nejednakost Kosi — Bunjakovski — Svarca

Qe ab ) <l al)(ZTib?)

IR ’ n
a; =vVa, d; == Quy1 = b, an42 = atn—1’
n .
butz = N by == by =Va i by = b,

Imamo procjenu

(@+bn+——)(b+an+ ”_1)2(n\/£+\/b+“:_1+\/ab” 2. ()

a+n—1 b+n +n-1

stavimo

Procjeni¢emo sabirke na desnoj strain nejednakosti 9. Prvo, nejednakost
an bn
\/b+n—1 + \/a+n—1 =2 (10)
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Jn@ +an—1)+ Jnb?+bn-1) =2/(a+n-1)b+n-1). (11)

Sabirke na lijevoj strani prethodne nejednakosti procjenjujemo ovako

Jn@+am—1D))2a+m—-1Va i Jn2+b(n—-1)=b+ n—1)Vb
bududi da su ekvivalentne sa ta¢nim nejednakostima

(Va—1)2 >0 i(vb—-1)220.

Sada, imamo da je
Jn@@+am—-1) +n2+b(n—-1)=a+b+ (1n-1)(a+Vb)

>(a+b)+(n—1)-2yvab (uz Vva++vb = 2vab)
>a+b+2(n—1),zbogab=>1

=(a+n-1)+OB+n-1)

>2/(a+n—1)(b+n—1) (uzprimjena A-G nejednakosti).

Dakle, nejednakost (11) je tacna, a sasim tim je tacna i nejednakost (10). Iz
nejednakosti (9) i (10), zbog nvab > n, slijedi Zeljena nejednakost (2).

Napomena. Specijalno, za n = 2 nejednakost (2) jeste nejednakost (1).
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