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JEDNA ALGEBARSKA NEJEDNAKOST
I NJENO UOPSTENJE

Dragoljub MiloSevié
Gornji Milanovac, Srbija
Sazetak. U ovom radu za pozitivne brojeve a, b i ¢ dajemo tri dokaza nejednakosti

3 3 3
a b c 1
> Z(a? + b2 2y
b+c+c+a+a+b_2(a + +)

a potom i njeno uopstenje

an+1 bn+1 cn+1

1
> Legn n n
b+c c+a a+b — 2(a +b"+c )’

gdje je n prirodan broj.

Kljucéne rijeci i izrazi: algebarska nejednakost, nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine pozitivnih brojeva (A — G nejednakost), uopstenje.

One Algebraic Inequality and One its Generalization

Abstract. In this article we give three proofs for one algebraic inequality for the positive

numbers a, b and ¢ :
3 3 3
a b c 1 2 2 2
—_—t — 4 — > = + +
b+c c+a a+b 2 (a b ),

and after that we give one its generalization

an+1 bn+1 Cn+1

1
> (gt n n
b+c c+a a+b Z(a + b+ )'

where n is a positive integer.
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RjeSavanje zadataka na razli¢ite na¢ine omogucava iskazivanje svog naseg
bogatstva ideja, dosetki i inventivnosti. Uporedivanjem tih nacina moze se
ustanoviti koji je od njih kradi, efektniji, elegantniji. Time se, izmedu ostalog, stice
i izgraduje vjestina u rjeSavanju zadataka.

Ovdje c¢emo prezentovati nekoliko nacdina rjeSavanja sljedeceg zadatka
namijenjenog mladim matemati¢arima srednjoskolcima:

Dokazati da za pozitivne brojeve a, b i c vrijedi nejednakost

al b3 c3 1 2 2 2
B T T A
b+c c+a a+b — Z(a +b°+c )' (1)

a potom ¢emo dati rjeSenje (dokaz) uopstene nejednakosti (1), tj.

n+1 bn+1 n+1

a
b+c c+a a+b

c

> 2(a" + b"+ ), )

gdje je n prirodan broj.

Dokaz 1. U [1] je dat dokaz nejednakosti za pozitivne brojeve 4, B, C, x, y, z:

A, B, ¢ (atbie)

x Uy T 7 T xtyz (3)
Ako u (3) stavimo
A=a’ ,B=b*C=c*>,x=a(b+c),y=b3(c+a)iz=c3(a+h),
dobijamo
§a2)3 3(bz)3 3(c2)3 Sp— (a2+3b2+ c?3 i @).
ad(b+c) | b3(c+a) = c3(a+b) T 3(a3(b+c)+b3(c+a)+ c3(a+h))
Sada ¢emo dokazati da je sljedeca nejednakost valjana
(b +c) +b3(c+a) +c2(a+b) < 2(a? +b? + )2 (5)

Otigledno taéna nejednakost (a — b)* + ab(a — b)? = 0 je ekvivalentna sa
a* + b* + 4a’b? = 3ab(a? + b?).
Analogno dobijamo
b* + c* + 4b%c? = 3bc(b? + c?)ic* + a* + 4c?a® = 3ca(c? + a?).
Nakon sabiranja posljednje tri nejednakosti, imamo
2(a* + b* + ¢*) + 4(a®b? + b?c? + c%a?)

> 3ab(a® + b?) + 3bc(b? + c?) + 3ca(c? + a?),
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Sto je ekvivalentno sa nejednakos¢u (5). Ovim je potvrdena valjanost posmatrane

nejednakosti. Najzad, iz nejednakosti (5) i (4) slijedi trazena nejednakost (1). 0

Dokaz 2. Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za

a® . a(b+c)

ozitivne brojeve — i imamo
p ] b+c 4 ¢

1(a3 a(b+c)) > a® a(b+o)

2 \b+c 4 btc 4 '
odakle je
@ > q? — 1a(b +¢).
b+c 4
Imamo i slicne nejednakosti
% > b%— %b(c+a) i % > cz—%c(a+b).

Sabiranjem posljednje tri nejednakosti dobijamo

3 b3

c? 2 2 2 _1
et ot =2a + b +c —Z(a(b+c)+b(c+a)+c(a+b)

a

= a? +b% +c? = (ab + be + ca). (6)

S obzirom da je ta¢na nejednakost (a — b)? + (b — ¢)? + (c — a)® = 0 ekvivalentna
sa
ab + bc + ca < a?+b% +c?, (7)

iz (6) slijedi Zeljena nejednakost (1). O

Dokaz 3. U [3] se nalazi dokaz sljedece nejednakosti za pozitivne brojeve

a,b,c,x,y,z:
2 b2 c® _ (atbto)?

T4+l i (8)
X y z x+y+z

Na osnovu ove nejednakost dobijamo

(a?)? (b?)? (c2)? - (a2+b2+c2)2
a(b+c)  b(c+a) cla+b) = a(b+c)+b(c+a)+c(a+b)’
tj.
al b3 3 1,9 2 2y a’+b?+c?
B R A T A To Te
b+c t ct+a + atb — 2 (a®+b% +c7) ab+bc+ca ’ (9)

Sada iz (9) i (7) implicira nejednakost (1). \

Napomena 1. Nejednakost (1) moZe se dokazati i primjenom: Kosi — Svarcove
nejednakosti i/ili Cebisevljeve nejednakosti.
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Preostaje nam da dokazemo uopstenu nejednakost (2), koriStenjem ideje iz
dokaza 2.

Dokaz. Na osnovu A — G nejednakosti je

amtl g l(bh+c artl gn—1(h+c
M GO ) s i G
b+c 4 b+c 4

Analogno dobijamo

pntl b (c+a . cntl c"Y(a+b
D s g D) s
c+a 4 a+b 4

Sabiranjem posljednje tri nejednakosti imamo

a™l g L(b4c pntl  pnl(c4a et en=lg4p
bre) (O ) o & @ s gn g cn,
b+c 4 c+a 4 a+b 4

tj.

an+1 bn+1 cn+1

5 _1 -1 -1 -1
——t——t+ =@ +b"+ ) 4((a+b+c)(a" + b1 4+ 1)) (10)

n=1 _ pn=1 istog znaka, moZemo pisati

S obzirom da su brojevia — b ia
(a—b)(@ 1 =b""1)>0,zan> 1.
Na isti nacin, imamo
b-—c)p"P=c"H=20i(c—a)(c"—a*1)=0,(n>1).

Ako saberemo posljednje tri nejednakosti, dobijamo

(@a—b)@ '-bp"N+B-)" =" D+ (c—a)c" 1 -a"1) =20. (11)
Nejednakost (11) je ekvivalentna sa

2@ +b"+c") za™ t+ "D+ b —a* ) + (@ + b,
Ako lijevoj i desnoj strani posljednje nejednakosti dodamo po a"™ + b™ + c"
dobijamo
3@ +b"+c)=>(a+b+c)a*t+br 4+ D), (12)

Konac¢no, iz nejednakosti (12) i (10) slijedi

an+1 bn+1 Cn+1

E n n ny _3/.n n ny_ 1, n n n
T a+b24(a +b"+c™) 4(a +b +c)—2(a +b" + ),

zan > 1. U [2] je dokazano da nejednakost (2) vrijedii za n = 1, pa je ovim dokaz

nejednakosti (2) kompletiran.

Napomena 2. Za n = 2, iz nejednakosti (2) slijedi nejednakost (1).

Napomena 3. Interesantno je da nejednakost (2) vrijediizan = 0, tj.
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a b c 1 3 . .
Tt 23 1+1+1)= 2 (Nesbittova nejednakost).
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