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ZASTO KOMPLIKOVANO KADA MOZE JEDNOSTAVNO

Dr. Sefket Arslanagi¢, Sarajevo1

Sazetak. U ovom radu se posmatra jedna funkcija sa dvije primjenljive koja
glasi:

f (x,y)=\/x2+y2 +y1-x +\/J1- y2 5 x,ye[-11]

1 trazi njena najveca vrijednost, tj. f. ., .
Data su tri rjeSenja ovog zadatka i to jedno koj je slozeno i dva mnogo
jednostavnija, takoreéi elementarna.

Kljué¢ne rijedi i izrazi: funkcija dvije promjenljive, maksimum funkcije,

parcijalni izvodi funkcije, nejednakost izmedu aritmeticke i kvadratne
sredine.

WHY COMPLICATED WHEN IT CAN SIMPLY

Abstract. In this paper we consider one function with two variables:

f (X,y)z\/x2+y2 ++/1-%2 +\/1_ y2: xye[-11]

and we search hers maximum value, i.e. f_, . We give three solutions of

this problem - one slolution is complicated and two solutions are very
simple, so to speak elementary.
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U svojoj dugogodisnjoj nastavnoj praksi u srednjoj Skoli i na raznim
fakultetima ponekad sam se susretao sa sluCajevima da neki od ucenika ili
studenata rijesi neki od zadataka na izuzetno lijep i elegantan nacin, sasvim
drugacije nego $to je rjeSenje u nekoj od zbirki zadataka ili pak na nekom od ispita
iz matematike. Ja sam uvijek takve ucenike ili studente pohvalio i nagradio ve¢om
ocjenom. Upravo, u ovom radu ¢emo dati jedan takav primjer. U pitanju je sljedeci
zadatak:

Odrediti najvecu vrijednost funkcije

f(x,y)=\/x2+ y2 +4/1-%2 +\/1— y2 .

RjeSenje 1: Funkcija f je definisana u kvadratu {(xy)-1<x<1,-1<y<i}. S
obzirom da je funkcija f parnai po x i po y, dovoljno je da se ograni¢imo na
kvadrat{(x,y)|0<x<1,0<y<1}. Posmatratemo najprije ekstremume (maksimum)
funkcije f u unutrasnjosti kvadrata {(x,y)|0<x<1,0<y<1}. Za ovo rjeSenje ¢emo

koristiti diferencijalni racun za funkcije dvije promjenljive.

Imamo
o  x  X te o y y
X \/x2+y2 J1-%2 oy \ix2+y2 \/gl—y2
of . of

Iz uslova —=0 i —=0 dobijamo:
OX oy

* X o 2L - Y o
\‘7Ix2+y2 \/l—x2 \/x2+y2 \,tll—y2

Posto smo uzeli da je x=0 i y=0 (kaoi x=1, y=1); to dobijamo iz gornjih
jednakosti:

1 1 . 1 1
- -0 i - -0,
\/x2+y2 J1-%? \/x2+y2 \/1—y2
tj.
\/x2+y2 —J1-x2 i \/x2+y2 :\/1—y2,
odnosno
X2 +y?=1-x> i x®+y?=1-y?,
a odavde

1-x2=1-y?, 1j.
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X2=y2
odnosno (zbog x>0 1 y>0):
X=Y.
Sada dobijamo da je x*+x*=1-x?, te 3x*=1, {j. x:g i y=§. Dakle, immao
stacionarnu tacku M (\/_ J_] date funkcije f .
Dalje dobijamo:
*f 1 X .y

LS _(1—x2)3/2 (x*+y? )3/2 ’

*f y? _ X2
2 3/2 !
5 o )
2 f _ Xy
OXoy (Xz 1y )3/2
Sada imamo:
(ﬂ) __\B t(ﬂ] R (6“} _1f
ox? v, 2 oy? . 2 oXoy 2\2
a odavde:

2 2
( zj (1 é} 339,
2 2\2 2 8 8
a zbog r<o slijedi da data funkcija f ima maksimum koji iznosi:
RGN
fmax—fMo-f[?? IR R R it R R R R

Dakle,

max \/_ Za x= y—
fmax:‘/e_

u tackama (ﬁ ﬁ} [

ipo x ipoy.

SIS

_?,—?J zbog parnosti funkcije f

w |

149



MAT-KOL, XXIV (3)(2018) S. Arslanagi¢

Napomena 1. U tackama (0,0),(1,0),(-1,0),(0,1),(0,-1) funkcija f ima vrijednost 2
, a u tatkama (1,1),(1,-1),(-1,1) i (-1,-1) funkcija f ima vrijednost 2. Odavde
zakljuCujemo da je f;,=+2 utackama (1,1),(1,-1),(-1,1) i (-1,-1).

Ocigledno, u ovom rjeSenju ima puno posla i poznavanja bitnih ¢injenica
vezanih za ekstremne vrijednosti funkcije dvije promjenljive.

Sada ¢emo dati jo§ dva jednostavna rjeSenja ovog zadatka koja se temelje na
poznavanju nejednakosti izmedu aritmeticke i1 kvadratne sredine za tri pozitivna

broja koja glasi:
8y +8+8 _ faf+a22+a32_ (80,8925 0) (1)
3 = 3 ’ 142,43 .

RjeSenje 2: Vodeci racuna da je —1<x<1 i —1<y<1, 0dnosno 0<x<1 i 0<y<1
zbog parnosti funkcije f i po x i po y imamo na osnovu nejednakosti (1):

N e e e SJ( Xy )2 +(\/1_X2 )2 +(\/1_ y’ )2
3

3

2 2 2 2
<:>\/x2+y2+\/1—x2+\/1—y233\/x +y +1;X +1-y

c>\/x2+y2 N +\/1— y2 SS\E

<:>\/x2 +y? 1% +\/1—y2 <6,

tj.
fmaxz\/G_
za x:y:?, odnosno x:?,y:—?;x:—?,y:? i x:y:—g S$to smo detaljno

obrazlozili u Rjesenju 1.

Rjesenje 3. I ovo rjesenje ¢e se temeljiti na nejednakosti (1). Zbog Cinjenice da je
0<x<1 i 0<y<1 mozemo uvesti trigonometrijsku smjenu:

X=sina, y=sin j; (a,ﬂe[O,%D.
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Sada data funkcija f glasi:
f(a.B)=ysin’ a+sin? B+cosa+cos 3 .

Dobijamo sada iz nejednakosti (1):

2
£ 02 £ 02 2 2
/sinza+sin2ﬁ+c05a+cosﬂ<\/(“/S'n a+sin ﬂ) +C0S“ ¢ +Cos”

3 3

-2 2 2 2
: : sin? o +sin? B+cos? & +cos
cn/smza+sm2ﬂ+cow+cosﬂs3\/ ﬁ3 s
- 2 - 2 2
& 4fsin“ a+sin® S +cosa+cos f<3 3

& \fsin? a+sin® B +cosa+cos f<Af6, 1j.
fmax:\/e_
3 J6

za sina:sinﬂ:?, tj. COSa:COSﬂZ?.

Na kraju, mislim da je naslov ovog rada opravdan i jasan budu¢im c¢itaocima.
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