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O KOMPARACILJI MATRICNIH METODA
SUMABILNOSTI U KLASICNOM I
ULTRAMETRICKOM SLUCAJU

Samra Sadikovié, Sanela Halilovié¢ i Edin Alibegovié

ABSTRACT. U radu je dat pregled najznacajnijih rezultata koji se odnose na
matri¢ne metode sumabilnosti i izvrSena komparacija tih rezultata u klasicnom
i ultrametrickom slucaju.

ABSTRACT. In this paper we give the review of the most important results
related to the matrix methods of summability and we compare those results
in classical and ultrametric case.

1. Uvod

Divergentni redovi bili su motivacioni faktor za nastanak teorije sumabilnosti
koja se, u najkra¢em, bavi proucavanjem postupaka kojima se divergentnom redu
pridruzuje broj, koji se onda smatra poopstenom sumom tog reda. Pod klasicnom
teorijom sumabilnosti u najopstijem smislu podrazumijeva se slucaj u kojem je
polje brojeva nad kojim se radi ili polje realnih brojeva R ili polje kompleksnih bro-
jeva C, dok je kod ultrametricke teorije sumabilnosti to polje K sa ultrametrickom
ili ne -Arhimedovom valuacijom, tj. preslikavanje |.| : K — R koje zadovoljava
ultrametricku nejednakost |z + y| < max(|z|, |y|)-

Jedna od vaznih osobina metrickog prostora R je nejednakost trougla. Medutim
postoji potklasa metrickih prostora za koje vrijedi jaca nejednakost

d(z,y) < max{d(z,2),d(z,y)} <d(z,z) +d(z,y).

Metricki prostori za koje vrijedi ova nejednakost nazivaju se ultrametricki ili ne-
Arhimedski prostori, i upravo primjer takvog prostora je polje p-adskih brojeva
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Q,. Takode primjeri ovakvih prostora su i bilo kakav skup sa trivijalnom metrikom,
hiperrealni brojevi u nestandardnoj analizi, skup svih realnih polinoma sa metrikom
koja je inducirana odgovarajuc¢om valuacijom i sli¢no.

Prema poznatom Teoremu Ostrowskog [1] ma koja netrivijalna norma na Q
je ekvivalentna ili apsolutnoj vrijednosti ili p-adskoj normi, za neki prost broj p.
Kompletiranjem polja racionalnih brojeva Q u odnosu na metriku induciranu ap-
solutnom vrijedno$¢éu dobivamo polje realnih brojeva R, a kompletiranjem Q u
odnosu na p-adsku normu dobivamo polje p-adskih brojeva Q,, za svaki prost broj
p. p-Adske brojeve uveo je njemacki matematicar Kurt Hensel krajem XIX vi-
jeka i oni danas ¢ine integralni dio teorije brojeva, algebarske geometrije, teorije
reprezentacija i drugih grana moderne matematike.

Razlozi zasto koristiti p-adske brojeve u istrazivanjima leze u ¢injenici da pos-
toji dovoljno dobro razvijena analiza nad Q, analogna onoj nad R; Q, je lokalno
kompaktan, separabilan i totalno nepovezan kompletan topoloski prostor. Kako je
Qp lokalno kompaktna komutativna grupa u odnosu na sabiranje to na Q, postoji
Haar-ova mjera koja je invarijantna u odnosu na translaciju. Takode matematicki
modeli fizickih fenomena preferiraju algebarske ekstenzije od Q i kompletiranja Q,
radije nego sam Q.

Klasi¢na teorija sumabilnosti bavi se generalizacijom konvergencije nizova i
redova kompleksnih odnosno realnih brojeva. Naime, poznato je da divergentni ni-
zovi i redovi nemaju granicu u uobicajenom smislu, pa je ideja razli¢itim metodama
omoguciti nalazenje ”granice” divergentnih nizova tj. ”sumirati” divergentne re-
dove. Pomenute metode nazivaju se metode sumabilnosti. Umjesto polaznih nizova
i redova posmatraju se transformacije na njima kao i nizovi i redovi dobiveni pomoc¢u
tih transformacija. Teorija sumabilnosti nalazi mnoge primjene i u matematickoj
analizi i u primijenjenoj matematici [2]. Takode inZenjeri i fizi¢ari koji se u svom
radu susreéu sa Fourierovim redovima ili analitickim produzavanjima, i uopste svi
koji se bave teorijom signala, nalaze rezultate ove teorije vrijednim za svoja naucna
istrazivanja.

2. Glavni rezultati

Proucavanje matri¢nih transformacija u ultrametrickom smislu je relativno sko-
rijeg porijekla. Uprkos pionirskom radu A. F. Monna iz 1940. godine koji povezuje
analizu i funkcionalnu analizu preko ultrametrickog polja, tek su Andree i Petersen
1956. godine uspjeli dokazati analogon Silverman - Toeplitzovog teorema za p-adsko
polje Q, , koji govori o regularnosti beskona¢ne matri¢ne transformacije.

Roberts ([9], p.127) je dokazao Toeplitz - Silvermanov teorem za uopsteno
ultrametricko polje , dok je Monna [7] dokazao isti teorem koristeéi Banach -
Steinhausov teorem. Nakon toga detaljnije istrazivanje matri¢nih transformacija,
specijalno proucavanje metoda sumabilnosti u ultrametrickom pravcu sproveo je
Natarajan [8].

U nastavku, podrazumjevamo da je K je kompletno, netrivijalno ultrametricko
polje, osim ako nije drugacije naznaceno. Pretpostavimo da su vrijednosti ulaznih
nizova, redova i beskona¢nih matrica iz K. Oznac¢imo sa Ny = NU {0}.
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DEFINITION 2.1. Neka je A = {ank},anr € K,n,k € Ny, beskona¢na ma-
trica. Pod A-transformacijom A(z) niza x = {xy}, x, k € Ng podrazumjevamo niz

{(Az)n}, gdje je

(Ax), = Zankxk € K,n € Ny,
k=0
pod uslovom da red na desnoj strani konvergira.
Ako je lim (Az), =1, kazemo da je niz x = {x}} A-sumabilan ka [.

n—oo

DEFINITION 2.2. Neka su X i Y prostorni nizovi sa elementima iz K. Kazemo
da beskona¢na matrica A = (ank), ank € K;n, k € Ny transformise X u Y ako kad
god je niz x = {1} € X, niz {(Ax),} je definisan za svako n € Ny i {(Ax),} €Y.
Tada pisemo A € (X,Y).

DEFINITION 2.3. Ako je A € (¢, c¢), gdje je ¢ - ultrametricki Banahov prostor,
koji se sastoji od svih konvergentnih nizova u K u odnosu na normu definisanu
sa |x| = sup|zg|,x = {zr} € ¢, kazemo da je matrica A-konzervativna ili da

k>0
¢uva konvergenciju. Ako je dodatno i lim (A,) = lim xj, matricu A nazivamo i
n—00 k—o0
regularnom matricom ili Toeplitzovom matricom. Ako je A regularna matrica onda
pisemo A € (¢, ¢; P) (P je prvo slovo rijeéi ”preservation” - ¢uvanje).

THEOREM 2.1. (Toeplitz - Silverman) Matrica A € (¢, ¢) cuva konvergenciju
ako i samo ako je

(2.1) sup |ank| < 00,
n,k
postoji
(2.2) lim Ank — 5k; k= No,
n—oo
1 postoji
(2.3) nh_}rg(} kz_oank =4.

(o)
U tom slucaju lim (Az), = s6 + Y (zr — $)0k, lim zp = s.
n—00 k=0 k—o0

Dalje, A = (c,¢; P) tj. A je regularna ako i samo ako uslovi (2.1), (2.2) i (2.3)
vrijede uz dodatne zahtjeve da je o, = 0,k € Ng 10 = 1.

DEFINITION 2.4. Matricu A zovemo Schurovom matricom ako A € (I, ¢) (gdje
ls oznacava ultrimetricki Banachov prostor svih ogranic¢enih nizova u K u odnosu
na normu ||z|| = supgsq [zx|, 2 = {21} € loo.)

Navest ¢emo sada dva rezultata [8]:
THEOREM 2.2. (Schur) A € (I, ) tj. A je Schurova matrica ako i samo ako

(24) lim anr =0,n € Ny
k—o0
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i
(2.5) lim sup|an+1 — ank| =0.
n—=00 >0

THEOREM 2.3. (Steinhaus) Matrica A ne moZe istovremeno biti i Toplitz-ova
1 Schur-ova matrica ili ekvivalentno za datu regularnu matricu A postoji ogranicen
divergentni niz koji nije A- sumabilan. Simbolicki, ovu izjavu moZemo pisati u
sljedeéem obliku

(¢,¢; P)N (I, €) = &.

Kada je K = R ili C, Maddox [6] je dao karakterizaciju Schur-ovih matrica
u smislu egzistencije ograni¢enog divergentnog niza €iji su svi podnizovi sumabilni
pomocu matrice. Ova karakterizacija uklju¢uje raniju Buckovu ([3], 1943) karak-
terizaciju sumabilnosti realnog konvergentnog niza, pokazujué¢i da je realni niz x
konvergentan ako i samo ako postoji regularan matricni metod sumabilnosti koji
sumira svaki podniz od z. Fridy [4] je pokazao da u Buckovom rezultatu mozemo
zamjeniti ”podniz” sa ”preuredenjem” da bi dobili da je niz {zj}reny sumabilan
regularnom matricom A konvergentan ako i samo ako A sumira svaki od njegovih
preuredenja.

U vezi sa tim, mozemo re¢i da nema svaki rezultat u ultrametrickoj analizi
dokaz analogan njegovom klasicnom odgovaraju¢em rezultatu, pa ¢ak ni u smislu
pojednostavljenog dokaza. Odsustvo analogije za signum funkciju, gornju i donju
granicu niza realnih brojeva itd, tjeraju nas na trazenje alternativnih postupaka.
Ovi postupci obezbjeduju potpuno razlic¢it pristup ¢ak i kod tac¢nijih analogona
klasi¢nih teorema. Na primjer, dokaz sljedeé¢eg teorema opsirno ilustruje navedeno:

THEOREM 2.4. Neka je K kompletno ne-trivijalno ultrametricko polje. Reci
éemo da je A = (ank),anr € K,n,k € Ny Schur-ova matrica ako i samo ako
postoji ograniden divergentan niz x = {xy }ren, Tx € K,k € Ny, &iji je svaki podniz
A-sumabilan .

PrOOF. Ako je A Schurova matrica, onda je tvrdenje teorema posljedica defini-
cije takve matrice. Obratno, neka je niz x = {x }ren divergentan niz ¢iji je svaki
podniz A-sumabilan. Za svako p € Ny, mozemo izabrati dva podniza od x, recimo

{:1:,(:)}, {x§€2)} takve da ako je yp = x,(gl) — x,(f), onda je yr =0,aza k #pjeyp, #0.
Takav izbor je mogué posto niz z divergira. Niz {y }ren je A-sumabilan. Dakle,
slijedi da postoji lim ay,,p € Ng. Dalje ¢emo pokazati da je lim a,, = 0,n € Np.
n—00 p—00
U suprotnom, postoji £>0i ne-negativan cijeli broj m takav da je
’am’p(i)’ > E/,Z' e N,
gdje je p(¢) rastuéi niz pozitivnih cijelih brojeva. Posto = divergira, on nije nula niz
i na taj nacin postoji £’ > 01 rastudi niz 1(j) pozitivnih cijelih brojeva takav da je
’xl(j)‘ >e ,j €N
Sada je,

| p(i Trp(iy)| > €20 €N,
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gdje je € = min(el,e//). Ovo znaci da A-transformacija niza ;) ne postoji, sto

je kontradikcija. Prema tome lim a,, = 0,n € Ny. Posto x divergira, imamo da
p—00

je |zri1 — x| = 0,k — oo, tako da postoji € > 0 i rastuéi niz {k(j)} pozitivnih
cijelih brojeva takav da je

(2.6) |xk(j)+1 — xk(j)| >¢e ,j5€N.
Mozemo pretpostaviti da je k(j + 1) — k(j) > 1,5 € N. Tvrdimo da ako A nije
Schurova matrica, onda bi trebalo da postoji € > 0 i dva rastuéa niza {n(i)} i
{p(n(i))} pozitivnih cijelih brojeva tako da je
2
sup ’an(i)+1,p - an(i),p’ < iv
0<p<p(n(i—1)) M
|@n(iy 41,00 = @nGi)ptn(en)| > &
€
SUD,> p(n(i+1)) |@n(i)+1.p — @n(i) p| < AM

2.7)

gdje je M = sup|zk|. Prije dokaza tvrdnje, pokazimo da ako A nije Schurova
matrica, onda je x ogranic¢en pod pretpostavkom teorema. Pretpostavimo da je x
neogranicen. Razmatramo dva slucaja:

Sluéaj (i); Ako je A takva matrica da je anr # 0 za neko n ik = k(i),i € N
izabra¢emo podniz {z;)} od niza z, koji je neogranicen i takav da vazi
|ankxa(;€)| > 1,k =k(i),i € N.
Ocigledno, {x(x)} nije A-sumabilan, sto znaci da smo dosli do kontradikcije.

Sluéaj (ii); Ako je sada anr = 0,k > k(n),n € Ny, A nije Schurova matrica, pa
mozemo nadi dva strogo rastuca niza pozitivnih cijelih brojeva {n(j)}, {k(4)} takvih
da je ay(j),x(j) Posljednji nenula clan u n(j)-tom redu. Kako je x neogranicen,
mozemo izabrati podniz {4 )} od = takav da je

|Any({Zam )| > 4.5 €N
1

b
|an().1]
ako je an(1),1 # 0, a o1 izabirimo kao odgovarajuci zy inace. Za izabrani x,(1),

Da bi smo to uradili izaberimo x4y, = 1,2, ..., k(1) takav da je |xa(1)| >

. . 1

izaberemo 42y, ®(2) > (1), tako da je ’J)a(g)‘ > ﬁ{l + ‘an(1),1$a(1)}}, ako
QAn(1),2

je Qn(1),2 # 0.
Inace izaberimo ,(2), tako da je a(2) > «(1). Sada je,

’%(1),1%(1) + an(l),lxa(Q)’
> |an)2%a@)| = [an@)12a)| s ako je an(1)2 # 0;

= |an),12aq)|, ako je an)2 # 0.

Tako imamo,

|an(1)1%a(1) F An(1) 1%a(2)]
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= 0,ako je an(1),1 = 0= QAn(1),25

> 1,ako je jedan od ay(1),1,Gn(1),2 # 0.

Biramo z,(;),1 = 1,2, ..., k(1) kao 8to je gore navedeno. Onda je,

1)
Zanu),k%(k) > 1.
k=1

Ako je sada,

1)
Z An,(2),kTa(k) = &,
k=1

odaberimo na slican nacin x4k, k(1) < k < k(2) sa a(k(1)) < a(k(1) +1) < .. <
a(k(2)) i

k(2)
Z Qn(2),kTa(k) > 2+ |a| .
k=k(1)+1
Onda je,
k(2) k(2) k(1)
Zan(z),k%(k) Z Z An(2) kTalk)| — Zan(z),k%(k)
k=1 k=k(1)+1 k=1

> 24 |a] —|a] =2.

Po indukciji, mi dakle moZemo izabrati xo 1),k € N sa

()
‘An(j) ({ma(k)}) ’ = Z An(5),kL (k)
k=1

> j, (j €N).

Ako sada slijedi da {z,(x)} nije A-sumabilan, imamo kontradikciju. Tako u oba
slucaja dobijamo da je x ograni¢en ako A nije Schurova matrica.

Dalje, razmatramo da posto A nije Schurova matrica postoji € > 0 i rastuéi niz
{n(#)} pozitivnih cijelih brojeva takav da je

sup |an(i)+1’p — an(i),p| >e,i€N.
p=0

Zgodno, onda postoji p(n(i)) takav da je

(2.8) |@n(i)+1.p(n(0)) — Gn(i) pin(iy)| > €0 €N

Pretpostavimo da je p(n(i)) ogranicen. Tada postoji samo kona¢an broj razli¢itih

ulaznih vrijednosti za taj niz. Posljedi¢no, postoji p = p(n(m)) koji se javlja u

nizu {p(n(i))} beskonaéno mnogo puta. Za ovo p, (2.8) ée onda biti u kontradikeiji

sa egzistencijom lim anp,p € Ng, a Sto smo ustanovili ranije. Obzirom da smo
n—oo

odabrali {n(i)} i {p(n(i))} da zadovoljava (2.8), jasno je da odabirom podniza od
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{n(i)}, ako je potrebno mozemo pretpostaviti da (2.7) vazi. Razmotrimo sada
podniz {y,} definisan na sljedeéi nacin:

w={ oep = 00
P iCk(p)vp7£p(/n’(l))77’EI\L
gdje je niz {k(j)} veé¢ odabran kao u (2.6). Tako je

D Aty 11 = Wniiy o} Up — Tr(r)
p=0

2 2

> e2— ZW M- fW - M, koristedi (2.7)
62
= 777: € N7

2

gdje mozemo pretpostaviti da je € > ", Ovo je u kontradikciji sa ¢injenicom da

{Z(an+l,p - an,p)(yp - CUk(p))};io:o
p=0

konvergira. Ovo dokazuje da je A Schurova matrica.
Dokaz teorema je time kompletiran. 0

Analogon Buckovom rezultatu u ultrametrickom slu¢aju proizilazi kao posljed-
ica Teorema 2.1, a glasi da je niz x = {zx},zr € K,k € Ny sumabilan regu-
larnom matricom A konvergentan ako i samo ako je svaki od njegovih podnizova
A-sumabilan.

Navest ¢emo jo§ jedan analogon u ultrametrickom slucaju:

THEOREM 2.5. Nizx = {zy},z € K, k € Ng, sumabilan regularnom matricom
A je konvergentan ako i samo ako svako od mjegovih preuredenja je A-sumabilno.

Kada je K = R ili C, u kontekstu preuredenja ograni¢enog niza Fridy [4] je
dokazao sljededi rezultat:

THEOREM 2.6. Nula niz x = {xz}} je u ly ako i samo ako postoji matrica
A = (ank) € (I1,1l1; P) koja transformise sva preuredenja od xp, u nizove u .

Kombinujuéi Teorem 2.6 i rezultate od Keagy [5] formulisan je sljedeéi teorem.

THEOREM 2.7. Kada je K =R ili C, nula niz x = {xx} je uly ako i samo ako
postoji matrica A = (ank) € (l1,11; P) koja transformise svaki podniz ili preuredenje
odx umnizuly.

Nastoje¢i da uvede specijalne metode sumabilnosti u ultrametricku analizu
Srinivasan [10] je definisao Norlundov metod sumabilnosti (N, p,,) na polju K na
sljedeéi nacin: (N, p,) metod definiSe se pomocu beskonacne matrice (anx) gdje je

p
apk = FZ: k<n
0,k >n,
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n
gdje je |po| > |p;l.7 € Ni P, = 3 pi,n € Ny. Primjetimo da je py # 0. Srinivasan
k=0
[10] je dokazao da ako

(2.9) lim p, =0

n—oo
onda je (N, p,) regularan. Jedan primjer regularnog (N, p,) metoda u p-adskom
polju Q,, za prost broj p dat je sa p, = p™,n € Ny. Primjetimo da je uslov (2.9)
takode i potreban za regularnost metoda (N, p,,), pa imamo:

THEOREM 2.8. (N, p,) metod je reqularan ako i samo je lim p, = 0.
n—oo

DEFINITION 2.5. Pisemo da je (N, p,) C (N, q,) ako kad god je {sn} (N,pn)
sumabilan ka s, onda je takode i (N, g,) sumabilan ka s. Kazemo da su (N, p,) i
(N, gn) ekvivalentni ako je (N,p,) C (N,gn) i (N,qn) € (N, pn).

Sljedeca dva rezultata su bitno razli¢ita od njihovih odgovarajué¢ih analogona u
klasiénom smislu. Iz ovih rezultata vidimo da je apsolutna konvergencija u klasi¢noj
analizi zamjenjena obi¢nom konvergencijom u ultrametrickoj analizi.

THEOREM 2.9. Neka su (N,py) i (N, q,) regularni metodi. Tada je (N, p,) C
o0
(N, qn) ako i samo ako je lim k, =0, gdje je % =k(z) = > kpa™.
n—00 P =0
THEOREM 2.10. Regularni metodi (N,py) i (N, qn) su ekvivalentni ako i samo
ako je lim k, =0 = lim h,, gdje je {k,} definisano kao u Teoremu 2.9 i {h,}
n—oo n—oo
o0
definisan sa B2 = h(z) = S hpa™.
() =
Sljedeca dva rezultata se takode razlikuju od njihovih analogona u klasi¢nom
slucaju.

THEOREM 2.11. Ako je klim ar = 0 i {bg} sumabilan po regularnom (N,py,)
—00

k
metodu, onda je {cr} (N, pn) sumabilan gdje je ¢ = > a;bg—;, k € Np.
i=0

1=

o0 (o]
THEOREM 2.12. Ako red Y ap konvergira ka A, a red Y by je sumabilan ka
k=0 k=0

o0
B po regularnom (N, p,) metodu, onda je red >, ¢ (N, pp) sumabilan ka AB, gdje
k=0
je ¢k definisan kao u Teoremu 2.11.
Navest ¢emo sada rezultat za ultrametricki sluc¢aj koji pokazuje znacajno odstu-
panje od odgovarajuéeg rezultata u klasicnom slucaju, u smislu da ovdje nema
potrebe za uvodenjem apsolutne sumabilnosti.

THEOREM 2.13. Ako je red > ay sumabilan po regularnom metodu (N, p,) ka
k=0

A, a red Y by sumabilan po regularnom metodu (N, qy) ka B, onda je red > ¢y
k=0 k=0



O KOMPARACIJI MATRICNIH METODA SUMABILNOSTI 139

k
sumabilan po regularnom metodu (N,ry) ka AB, gdje je ¢ = Y ajbp_j, 1% =
j=0

k
> Piqk—j, k € No.
=0

Primjetimo da pretpostavka o regularnosti (N,p,) i (N, ¢g,) metoda za suma-
o0

bilnost reda > ¢, ne moze biti izostavljena.
k=0

Istaknimo na kraju i poznati rezultat klasi¢ne teorije sumabilnosti Teorem
Mazur-Orlicza, koji kaze da ako matrica koja ¢uva konvergenciju sumira ogranic¢eni
divergentni niz onda ona sumira i neograniceni takode. Kontraprimjer da navedeni
rezultat ne vazi u ultrametrickom slucaju je svaki regularni (N, p,,) metod. Wilan-
sky ([11], p.34) je dokazao da u klasi¢nom smislu vrijedi da je svaka neregularna
realna Norlundova matrica koja ¢uva konvergenciju ”konula”, medutim, u ultra-
metrickom slucaju odgovarajuéi rezultat se razilazi od klasicnog. Naime, svaka
neregularna Norlundova matrica koja ¢uva konvergenciju nikad nije ”konula” u
ovom slucaju.
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