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Sažetak. Dobro je poznato da je specifična grana algebre, unutar teorije brojeva, teorija 

kongruencija pomoću koje se rješavaju različiti problemi vezani za djeljivost brojeva. 

Svakako, da ti problemi mogu biti općeniti, a konkretni brojevi mogu biti preveliki, da bi 

se mogli ispisati i analizirati u razumnom vremenu bez navedene metode. Naime, oni  

mogu biti toliko veliki, da ih današnja računala, a i buduća, ne mogu u razvijenom obliku 

ni ispisati. Nadalje znamo, da su kongruencije ustvari relacije ekvivalencije, a to znači da 

zadovoljavaju uvjete: refleksivnosti, simetrije i tranzitivnosti. Često je operiranje s njima 

zahtjevno u smislu preglednosti. No, mi ćemo u ovome članku definirati funkciju 

eksplicitne kongruencije. Jasno je, da je to funkcija diskretne varijable. Nadalje, to je 

idempotentna funkcija, pa će njezina primjena biti pregledna, dok je sam postupak 

rješavanja  problema kraći, a primijenit ćemo je za rješavanje problema u vezi djeljivosti 

brojeva i za rješavanje nekih klasa diofantskih jednadžbi. Napomenimo i to, da se za 

njezinu primjenu ne mora znati dokaz glavnog teorema, odnosno algoritma, dakle ona se 

može primijeniti za obradu gradiva i u osnovnoj školi. Definicija ove funkcije je uklapa u 

krilaticu:“Matematika je nauka koju karakterizira težnja, da svoje pojmove i zakone izrazi 

u oblicima, koji su eksplicitni, generalizirani i primjenljivi u praksi“.  

   
Ključne riječi. Eksplicitne kongruencije, diskretna idempotentna funkcija, diofantske 

jednadžbe. 

 

The Function of Explicit Congruence and its Application 

 
Abstract. It is well known that the specific branch of algebra, within the theory of 

numbers, congruence theory, is used to solve various problems related to divisibility of 

numbers, or to solve some classes of diophantine equations. Of course, these problems 

may be general, and the actual numbers may be too large to be able to print and analyze 

in a reasonable time without the above method. Namely, they can be so big that today's 

computers, and the future, can not even print in a sophisticated way. Furthermore, we 

know that congruence is in fact the relation of equivalence, which means that it satisfies 

the conditions: reflexivity, symmetry and transivity. Often the operation with them is 

demanding in terms of visibility. But in this article we will define the function of explicit 

congruence. Clearly, it is a discrete variable function. Furthermore, it is a idempotency 

function, so its application will be clear and the problem solving itself is shorter and we 
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will apply it to solve the problem of divisibility of numbers and to solve some diophantine 

equations. Let us also note that its application does not have to know the proof of the main 

theorem, ie the algorithm, so it can be applied to the processing of the material and in the 

elementary school. The definition of this function fits into the vow:  "Mathematics is a 

science characterized by aspiration, to express its terms and laws in forms that are 

explicit, generalized, and applicable in practice." 

 

Keywords. Explicit congruences, discrete idempotent function, diophantine equations. 

 
Napomena 1. Prije nego prijeđemo na gradivo, reproducirat ćemo zadatak iz hvale 

vrijednog članka, koji je doprineo mojem iniciranju, da se pozabavim definiranjem 

funkcije eksplicitne kongruencije. Naime, u članku [2] je jasno i elegantno riješen 

u standardnoj oznaci pomoću kongruencija i ovaj zadatak:   

 

Primjer 1. Dokazati da je broj 22225555 55552222   djeljiv sa 7.  

 

Rješenje: Neka je 2222a  i 5555b . Promatrat ćemo kongruenciju po modulu 

7. Imamo )7(3 dmoa   i )7(4 dmob  . Zbog toga je )7(3 dmoa bb   i 

)7(4 dmob aa  . Dakle, ).7(43 dmoba abab   Promotrit ćemo sada potencije 

broja 3 modulo 7. Imamo 

),7(13),7(53),7(43),7(63),7(23),7(33 654321 dmodmodmodmodmodmo 

).7(337 dmo   

Vidimo, da imamo 6 ostataka i to: 3,2,6,4,5 i 1. Mi imamo u eksponentu broja 3 

broj 5555. Kako je ),6(55555 dmo  to je ).7(5)7(33 55555 dmodmo   

Promatrajmo potencije broja 4 modulo 7. Imamo:  

),7(24),7(44 21 dmodmo  ).7(44),7(14 43 dmodmo    

Odavde slijedi, da imamo tri ostatka i to: 4,2 i 1. Kako je ),3(22222 dmo  to je

).7(2)7(44 22222 dmodmo    

 Zbog toga je )7(0)7(2555552222 22225555 dmodmo  . ∎ 

  

Definicija 1. Funkcija  

mf : ℤ →    mm ;1...,,2,1,0  ℕ ∖ 1 ,                                       (1) 
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se zove funkcija eksplicitne kongruencije, gdje ćemo broj m zvati baza eksplicitne 

kongruencije. (Možemo umjesto oznake mf  upotrijebiti i oznaku mdmo .) 
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Rješenje Primjera 1. pomoću funkcije eksplicitne kongruencije: (primjena 

značenja iz Definicije 1. i Teorema 5.): 

 

    )))16(())243((()43()55552222( 1111
7

1111
77

1111211115
7

22225555
7 fffff  

 

.0)22()2)27(()25( 11111111
7

11111111
7

11111111
7  fff    

 

Vidimo da se sve može napraviti jednostavno i brzo. Čak smo mogli ispustiti 

„korak“  

...)2)27((... 11111111

7  f , 

 a to ćemo objasniti u Napomeni 6. No, to ne znači da će rješavanje i drugih 

zadataka biti baš ovoliko skraćeno.  

Napomena 2. Npr. iz Definicije 1. slijedi ,13273
3

7
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71
)7(3 
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odgovara kongruenciji )3(17 dmo  ili )3(27 dmo . Analognim postupkom 

dobivamo, da je npr. 
 

,232733
3

7
)7(3

2

7))7(1(
)7(3 
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a to odgovara ovim kongruencijama )3()1()7( dmo  ili ).3(2)7( dmo  Ovi 

ishodi su i bili za očekivati, jer se u prvom slučaju radi o funkciji a u drugom o 

relaciji ekvivalencije. Nadalje, vidljivo je, da je Definicijom 1. ustvari definirana 

diskretna i surjektivna funkcija. No, još ćemo dokazati, da je ona i idempotentna, a 

to je njezino temeljno svojstvo, koje ćemo često koristiti pri dokazu teorema i u 

primjeni. Inače, u matematici, često koristimo i druge idempotentne funkcije, kao 

npr.: :ℝ  0 ℝ 
;   :ℝ ℤ ;   :ℝ ℤ ; :sng ℝ  1,0,1 ; ... 

 Znamo, da je funkcija Df : K  idempotentna, ako je )())(( xfxff   ili u 

oznaci .),()()()()2( Dxxfxffxf    To je ustvari idempotentnost s obzirom na 

kompozicijsko potenciranje. 

  

Teorem 1. Funkcija eksplicitne kongruencije, dana s  (2), je idempotentna. 

 

Dokaz: Neka je  1,...,2,1,0)( 00  myxfm , za proizvoljno 0x  ℤ.  Neka je 

još i )()( )1( xfxf mm  . Tada je 

).()())(()( 00000

)2( xfyyfxffxf mmmmm   

Tada iz pretpostavke 00

)1( )( yxf n

m 
 slijedi da je 

)())(()( 00

)1()1(

0

)( xfxffxf m
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n
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, 
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pa je time teorem dokazan. ∎  

 

Definicija 2. Ako je 

  ;10;  mr
m

r
b

m

a
 ba,  ℤ ;                                (3) 

tada se r zove pravi ostatak ili samo ostatak . Kada je 
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tada se rm  zove minimalni hiperostatak, i konačno kažemo, kada je  
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tada se rm  zove maksimalni hipoostatak. 

  

Lema 1. Ako je mnka nn ,,,  ℕ, nnn rkmam  ,1  i 10  mrn ; tada je 
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Dokaz: Ako uvažimo dane uvjete, tada lijeva strana od (6) prima oblik 








 














m

rr
kkkk

m

rr
kkkk

n
nn

n
nn

...
......

...
......

1
11

1
11  

 








 








 








 





m

aa

m

rkmrkm

m

rr

m

kmkm nnnnn ...)(...)(...... 11111
 . 

 

Dakle dobili samo desnu stranu od (6), pa je time lema u potpunosti dokazana 

(vidite  1 ). ∎ 

 

Lema 2.  Ako je 21, aa  ℕ,  tada je 

.))()(()( 2121 afaffaaf mmmm                                    (7) 

Dokaz: Neka je 

;, 222111 rmkarmka                                          (8) 

gdje su 1r  i 2r pravi ostaci, dakle 1,0 21  mrr , koje smo definirali u 

Definiciji 2. Uvažimo li Definiciju 1. i (8), tada imamo da je lijeva strana od (7)  

.)(
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2121 m
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                                (9)   

Analogno, desna strana od (7) je 
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a to je identično s relacijom (9), ako na istu primjenimo svojstvo idempotentnosti, 

čime je ova lema dokazana. ∎ 
  
Pomoću matematičke indukcije lako možemo dokazati i lemu 3.  
  

Lema 3.  Ako je naa n ,,...,1  ℕ,  tada je 

))(...)(()...( 11 nmmmnm afaffaaf  . ∎ 

 

           Zapravo, mi se pripremamo da dokažemo da ta jednakost vrijedi za sve

naa ,...,1 ℤ. 

 

Lema 4.  Ako je a  ℕ,  tada je 

.))(()()( afmfafmaf mmmm   

  

Dokaz: Iz (2) slijedi 

,))(()()( afmfafmm
m

a
amaf mmmm 








  

pa je time tvrdnja dokazana. ∎ 
  
Primjer 2. Važi da je 2))7(3()7( 333  fff , što je pravi ostatak.  

  

Lema 5.  Ako je 21, aa  ℕ,  tada je 

))()(()( 2121 afaffaaf mmmm  . 

  

Dokaz: Jasno je da postoji k  ℕ,  takav da je 02  amk , pa dobivamo, 

da je 
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 Ako uvažimo zadnje tri leme, zaključujemo da važi navedeni teorem. 
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Teorem 2. Ako je naa ,...,1  ℤ ; n  ℕ, tada je 

))(...)(()...( 11 nmmmnm afaffaaf  . ∎ 

  

 Sada ćemo se pozabaviti problemima, kako se eksplicitno kongruiraju 

produkti, odnosno potencije cijelih brojeva. 

  

Lema 6.  Ako je 21, aa  ℕ,  tada je 

.))()(()( 2121 afaffaaf mmmm                                                (10) 

  

Dokaz:  ))(...)(()...()(

11

222221   
a

mmm

a

mm afaffaafaaf  

))()(())(...)(()...())(( 21

)(

11
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1121
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afaffafaffaafafaf mmm

af
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mmm

mm


  

. ∎ 

  

Lema 7.  Ako je 21, aa  ℕ,  tada je 

.))()(()( 2121 afaffaaf mmmm   

  

Dokaz:   )...()))(()(

2

112121 
a

mmm aafaafaaf  

))()(())(())(...)(( 212111

2

afaffaaffafaff mmmmm

a

mmm 
  

. ∎ 

 Očigledno je da iz Leme 6. i Leme 7.  slijedi naredna lema. 
  

Lema 8.  Ako je 21, aa  ℤ,  tada je 

.))()(()( 2121 afaffaaf mmmm                                      (11) 

 

 Sada ćemo, koristeći Lemu 8 – matematičkom indukcijom – dokazati 

naredni teorem. 

   

Teorem 3.  Ako je naa ,...,1  ℤ ; n  ℕ, tada je 

.))(...)(()...( 11 nmmmnm afaffaaf                                      (12) 

Dokaz: Iz (11) slijedi, da je (12) točno za 1n  i 2n . Pretpostavimo sada, da je 

,2n  tada  je  

  ))())(...)((())...(()...( 111111 nmnmmmnnmnnm afafaffaaafaaaf  

,))()(...)(( 11 nmnmmm afafaff   
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 pa je time (12) dokazano. ∎ 

  
Korolar 1.  Ako je a  ℤ ; n  ℕ, tada je 

.)))((()( n

mm

n

m affaf   

  

Dokaz: Dokaz ovoga teorema, odnosno korolara, izravno slijedi iz T3, ako se 

izvrši specijalizacija  naaa ...1  ℤ. ∎ 

 
Napomena 3. Ovo što ćemo sada napomenuti, zapravo slijedi iz predhondih 

teorema. Ako bi npr. rekli da je )2()5( 1111

7

1111

7  ff , tada bi se to moglo učiniti, 

da je to kontradiktorno s Definicijom 1, pa da se sada ne radi o eksplicitnoj 

kongruenciji, koju smo dali s (1) i (2). Sada ćemo to pojasniti. Naime, ako 

 1...,,2,1,0  ma  i an  , tada je 
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   za k  ℕ. 

 

Prema tome možemo reći, da je npr. )2()5( 12

7

12

7

  kk ff  i 

),2()5( 2

7

2

7

kk ff   i ta svojstva slijede iz definirane funkcije eksplicitne 

kongruencije. To ćemo svojstvo često koristiti kod rješavanja problema. 

  
Primjer 2. Provjerimo obrađeno gradivo na jednom jednostavnom primjeru. Jasno 

je, da je .1)7(3 f  No, to smo mogli i „zakomplicirati“, pa reći .131157   

Tada bi dobili 

,1)122())13()11()5(()13115()7( 3333333  fffffff  

što smo i očekivali. 
  

 Sada ćemo sve predhodno dokazane tvrdnje sintetizirati u Teorem 5, koji 

vrijedi onda i samo onda ako vrijede sve predhodne tvrdnje. Ta ekvivalencija se 

može jednostavno dokazati. Dakle, tu se radi o sumi produkata potencija cijelih 

brojeva. 

  

Teorem 5. Ako je jkjin ,,,  ℕ; ji  ℕ ; jia  ℤ ; tada je 

                                                  .)(
1 11 1































  

n

i

k

j

jimm

n

i

k

j

jim

j

ji

j

ji affaf


  ∎        (13) 
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Primjer 3. Primjenimo (13) na jednom jednostavnom zadatku. Naime, dokažimo 

da je broj 
2017275322 201613671211   djeljiv s 5. Ako primijenimo 

Teorem5, tada imamo 

 ,0)30()131221()201613671211( 5

2017275322

5

2017275322

5  fff  

 dakle tvrdnja je točna. Inače, taj tretirani broj u razvijemom obliku bi imao 6666 

znamenaka. 

 

  Sada ćemo izneseno gradivo primijenjivati riješavajući probleme, a za 

neke ćemo dati samo uputu. Što se tiče slaganja zadataka po težini, ili postizanja 

pune metodičnosti, tu bi moglo biti primjedbi, jer je gradivo isprepleteno, tako da 

to nije baš bilo jednostavno postići. 

  

Zadatak 1. Broj 2016201620162016 4321   u diobi s 5 daje ostatak 4. 

 

Rješenje:   )25681161()4321( 504504504

5

504450445044

5 ff  
 

              )))256(())81(())16((1( 504
5

504
5

504
55 ffff   

 

.4)4()1111( 5
504504504

5  ff   
 

Dakle, tvrdnja je točna. Svakako, da smo proceduru mogli skratiti,  jer već nakon 

prvog koraka vidimo koliki je rezultat. 

 

Zadatak 2. Broj 
1000100010001000 9652   je djeljiv sa 7. 

 

Rješenje:  )123()2)1()2(2( 1000

7

1000100010001000

7 ff  

 

                .0)7()1213()1283( 77

333

7  fff   
 

Tvrdnja je točna. 

  

Zadatak  3. Odredimo zadnju znamenku, znamenku jedinica, broja 20173 . 
 

Rješenje: Zadnja znamenka, ili znamenka jedinica, broja 20173  je 

 

.3)31()381()33()3( 504

10

504

10

5044

10

2017

10   ffff  

 

Zadatak  4. Naći znamenku desetica broja .102101 100100   
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Rješenje: Ako taj broj podijelimo sa 100 dobit ćemo dvoznamenkasti ostatak iz 

kojeg vidimo znamenke desetica. Dakle 
 

 ))24(1())2(1()21( 10
100

1010
100

100
100 fff .77)761())76(1( 100

52
100  ff  

 

Znamenka desetica je 7.  

  

Zadatak 5. Neka je   ℕ n znamenkasti broj u bazi 10 ( n ℕ), čiji zapis u  

skraćenom i punom zapisu glasi  

,10...1010)...( 12

1

1

21

)10(121 aaaaaaaa n

n

n

n

nn  



  

gdje je  9,...,1,0,...,, 21 naaa  i .0na Treba naći znamenku, koja je na k -om 

mjestu počev sa znamenkom jedinica 1a ( nk ,...,2,1 ). 

 

Rješenje: Jasno je, da je 

),()()( 011 1010101  fffa  )0)(( 010
f , 

)()( 12 10102  ffa  , )()( 23 10103  ffa  ,..., )()( 11010
  nn ffan , 

a iz toga slijedi da je k -ta znamenka od   dana s relacijom 

).()( 11010
  kk ffak  

  

Zadatak 6. Bilo koji prirodni broj je djeljiv s 9, onda i samo onda, ako mu je suma 

znamenaka djeljiva s 9. 
  

Rješenje: Ako je   ℕ n -znamenkasti broj u bazi 10 zapisan u obliku 

 

),10(121 )...( aaaa nn   gdje je  9,...,1,0,...,, 21 naaa  i ,0na  

tada je 

)(9 f  .0)...()10...1010( 1219121

21

9  

 aaaafaaaaf nnn

n

n

n
 

 

Važi i obrat. 

  

Zadatak 7. Bilo koji prirodni broj je djeljiv s 3, onda i samo onda, ako mu je suma 

znamenaka djeljiva s 3. 
 

Uputa za rješenje: Postupamo kao u Zadatku 6, samo ćemo uvažiti da je 

.1)10(3 f  

  

Zadatak 8. Bilo koji prirodni broj je djeljiv s 11, onda i samo onda, ako mu je 

razlika suma znamenaka na neparnim i parnim mjestima djeljiva s 11. Znamenka 
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jedinica je na prvom, tj. na neparnom mjestu; znamenke stotica na drugom, tj. na 

parnom mjestu; ...  
 

Rješenje: Ako je 

,10...1010)...( 12

1

1

21

)10(121 aaaaaaaa n

n

n

n

nn  



  

tada slijedi  

 

  )10...101010()( 1

4

3

3

2

2

1

11111 n

n aaaaaff    
 

0...))19999()11001()199()111(( 5432111  aaaaaf  

 

To je nužan i dovoljan uvjet, ali treba još dokazati da je 

 

0)9...99(
2

11 
n

f  i 0)01...100(
2

11 
n

f . 

Važi da je  

)9...99(
2

11 
n

f  )110( 2

11

nf  0)1)111(( 2

11  nf ;  

 

  )110()01...100( 12

11

2

11

n

n

ff     )1)111(( 12

11

nf ,0)11(11 f  

pa je time dokaz u potpunosti napravljen,  dakle  

 

.0...))(...)(()( 6425311111  aaaaaaff   

  

Zadatak 9. Ako je ,...)( 01

1

1 axaxaxaxg n

n

n

n  

  gdje je naaa ,...,, 10  ℤ, 

nm,  ℕ; 1m ; i ako je bafm )( , tada je )).(())(( bgfagf mm   

 

Rješenje: 

  

 )...())(( 01

1

1 aaaaaaafagf n

n

n

nmm   
 

)).(()...()))((...))((( 01

1

101 bgfabababafaafaafaf m

n

n

n

nmm

n

mnm  

  

Zadatak 10. Dokazati da je .1)99993333( 33339999

5 f  

  

Rješenje:  )43()99993333( 33339999

5

33339999

5 ff   )43( 116662324994

5f   

 

.1)41271()4162781( 5

16662499

5  ff  

 

Zadatak 11. Neka su nmm n ,,...,1  ℕ ∖ 1  relativno prosti brojevi i neka je a  

cio broj. Tada 0)(...)(
1

 afaf
nmm

 ako i samo je .0)(...1
 af

nmm   
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  nzaafafaf
nn mmmm )0)(())0)((&...&)0)((( ...11

 ℕ ∖ 1 , (14) 

gdje su ,,...,1 nmm  međusobno relativno prosti. 

 

Uputa za rješenje: Na osnovi Definicije 1, za 2n  prije dokažemo ekvivalenciju 

),0)(())0)((&)0)(((
2121

 afafaf mmmm
 

a onda pomoću matematičke indukcije dobivamo (14). 

  

Zadatak 12.  Dokazati da je 

                           nzaf nnn 0)3363( 132

99  ℕ.                                (15) 

 

Rješenje: .0)3()33003()3327363( 1

9

1

9

1

9   nnnnnnn fff   

Nadalje  

,0)311()333533()33327363( 111111  nnnnnnn fff  

  

a to znači da je (15) točno, jer smo primijenili (14).  

 

Zadatak 13. Dokazati da je broj ,21713116 4442 nnnnna     ℕ  djeljiv s 

5.   

        

Rješenje: 

)22311()( 444

55

nnnfaf  = )162812(5

nnf   = .0)5(5 f  
  

Zadatak 14.   Dokazati da je ,0)576( 12

11  nnf    ℕ . 
 

Rješenje: .0)511()5556()55496( 111111  nnnnn fff  

  

Zadatak 15. Odrediti znamenku stotica od broja 2 .1000
 

 

Rješenje: 

  )24824()2424()1024()2()2( 33

10

333

10

100

10

10010

10

1000

10 33333 fffff  

 

.376...)776576()776976()24824824( 42

10

82

10

162

10 333   fff  

Dakle, znamenka stotica je 3.  

 

Napomena 4. Zašto smo račun u Zadatak 15 tako „razvukli“?! Pa, to smo napravili 

zbog toga, da pokažemo, kako možemo do rezultata doći i pomoću „slabog“ 

kalkulatora, a u krajnjoj liniji i „pješke“. Budući da imamo u W10 instaliran i 

znanstveni kalkulator (scientific calculator), ali i pomoću njega ne možemo dobiti 

izravno točnu razvijenu vrijednost broja  2 ,1000
 jer on ima 302 znamenke, a to što 
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kaklulator „kaže“ da je 2 3011000 10...508071.1  , tada iz toga ne možemo zaključiti 

kolike su znamenke stotica. Međutim, pomoću toga kalkulatora možemo točno 

dabiti da je 

,37620570349640122922860065026712100   

dakle 376)2( 100

10 3 f . Prema tome imali bi 

.376)376()))2((()2( 10

10

10100

1010

1000

10 3333  ffff  

No, postoje programi, da računala mogu točno izračunati razvijene vrijednosti 

potencija točno na milijarde znamenaka. Mogli bi istim postupkom naći npr. 

.190)2( 1000

213 f  U Definiciji 1. smo rekli, da za bazu eksplicitne kongruencije 

možemo uzeti bilo koji broj iz ℕ∖ 1 .     

 

Zadatak 16. Ako je n   ℕ  i nnnna 9876  , tada vrijedi 

 

).0)(()0)(( 104  afnf  
 

Rješenje: Vidljivo je, da je 0)(2 af ; pa ako dokažemo da je  0)(5 af  tada  

slijedi da 

.0)(10 af  Ako je kn 4 k(  ℕ)  

 )9876()( 4444

44

kkkkfaf   

2)1010()81644936( 222

4

2222

4  kkkkkkk ff ,  

Dakle 0)(4 nf .  

Promotrimo još slučajeve: ,34,24,14  knknkn k  ℕ. 

1.slučaj:  )14(  kn   )4321()( 55

nnnfaf

  )4321( 141414

5

kkkf  

.0)10()4131211()42563812161( 555   fff kkkkkk
  

2.slučaj: )24(  kn   )4321()( 55

nnnfaf

  )4321( 242424

5

kkkf  

.0)10()1141411()162569814161( 555   fff kkkkkk
  

3.slučaj: )34(  kn   )4321()( 55

nnnfaf

  )4321( 343434

5

kkkf  

.0)10()4121311()6425627818161( 555   fff kkkkkk
 

 Dakle dokazana je dana implikacija, jer smo uvažili i 0)(2 af .  
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Zadatak 17. Dokazati da je .0
2016

1

2016

3 








k

kf                                               

 

Rješenje: 

.0)20()2672())021(672( 33

201620162016

3  fff  

Uvažili smo, da je: 

,1)2014(...)7()4()1( 3333  ffff ,2)2015(...)5()2( 333  fff   

1)4()2(,0)2016(...)9()6()3( 1008

3

2016

33333  ffffff  i 

.6723:2016   

  

Zadatak 18. Riješiti jednadžbu po x  

                                                       .0)( xfa                                                        (16) 

Kada ta jednadžba ima najmanji broj rješenja? 
 

Rješenje: Znamo da je a ℕ∖ 1 . Nadalje znamo, da svaki prirodni broj možemo 

prikazati u kanonskom obliku 
n

npppa


 ...21

21 ,                                               (17) 

gdje su: nppp ,...,, 21  različiti prosti brojevi. Možemo  pokazati, da je ukupni broj 

djelilaca od (17) dan s vezom ,)1(...)1()1()( 21  na   gdje je uključen 

broj 1 i sam  a. No, broj 1 ne dolazi u obzir za eksplicitno kongruiranje, pa 

možemo reći da je minimalni broj rješenja te jednadžbe dan s vezom  

.1)1(...)1()1(1)()( 21  naa                             (18) 

Dokaz ove tvrdnje slijedi iz ekvivalencije (14).                 

 

Zadatak 19. Odrediti makar osam rješenja jednadžbe  

.0
2001

1

2001 














k

x kf  

 

Uputa za rješenje: Ako uvažimo identitet 
 

nnnnnn bbabaababa 222211221212 ...)((   , n ℕ, 

 tada je  




2001200120012001200120012001
2001

1

2001 2001)501500(...)19992()20001(
k

k  

                 ,2001(...)2001...(...)2001(...)2001 2001   

pa vidimo da je .0
2001

1

2001

2001 








k

kf  Budući je 292332001  , tada su makar ovi 

brojevi: 2001,667,87,69,29,23,3x  rješenja dane jednadžbe. Do sedam 
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mogućnosti dolazimo iz (18), jer je 111 292332001 x . Dakle ukupni broj 

rješenja iznosi ,71)11()11()11(1)2001()2001(  koje smo već 

konkretno nabrojali, a to je istina, jer su faktori prosti brojevi. Nakon izlučivanja 

broja 2001 u zagradi bi dobili još i osmo rješenje 

.)2001(2001 2000
500

1

2000

0

2000

8

q

p q

q ppx 

 

   

 

Zadatak 20. Dokazati, da diofantska jednadžba 

0)2002200119991998( 2017201720172017 xf                  (19) 

ima barem 24 rješenja u skupu prirodnih brojeva.  
 

Rješenje: Uvažavajući rastav iz Zadatka 19. slijede rastavi: 

   )2002...200219981998()20021998(20021998 201612015201620172017  ,  

             

;)2001...200119991999()20011999(20011999 201612015201620172017   

koje kada uvrstimo u (19) dobivamo jedno rješenje te jednadžbe je 4000x . 

Budući je ,524000 35 x  tada dobivamo 

231)13()15(1)4000()4000(   

rješenja. Nadalje, vrijednost izraza u drugoj zagradi u zadnjem rastavu je 

dvadesetčetvrto rješenje 

.20011999)1( 2016
2016

0

24

pp

p

px  



   

 

Zadatak 21. Dokazati da je, za svaki prirodni broj n, zadovoljeno  

 .1,0)( 2

3 nf                                                 (20) 
 

Rješenje: Svaki prirodni broj n ℕ prima jedan od oblika: ;3,13,23 kkk  gdje 

je k ℕ. Dalje je 

1)169())13((,1)4129())23(( 2

3

2

3

2

3

2

3  kkfkfkkfkf  

i ,0)9())3(( 2

3

2

3  kfkf  pa smo time dokazali danu implikaciju.  

  

 Sada ćemo navesti primjere, kako se nekiput može dokazati, da neka 

diofantska jednadžba nema rješenja, a primijenit ćemo funkciju eksplicitne 

kongruencije.  

 Posjetimo se nekih najelementarnijih činjenica iz matematičke logike: 
 

istina je, da iz istine slijedi istina, i to pišemo 


 ; 

neistina je, da iz istine slijedi neistina, i to pišemo 


 ; 
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istina je, da iz neistine slijedi istina, i to pišemo ;


  

istina je, da iz neistine slijedi neistina, i to pišemo .


  

 

Napomena 5. Neka je dana diofantska jednadžba BA  i ako za svaku vrijednost 

iz njezinog područja definicije za neki m vrijedi ),()( BfAf mm   tada ta jednadžba 

nema rješenja.  No, ako je )()( BfAf mm  , tada još ne možemo znati da li ona ima 

rješenja. 

  

Zadatak 22. Dokazati da diofantska jednadžba 

,20202018...642 220202018642 y
xxxxx

                   (21) 

nema rješnja ),( yx ℕℕ.  
 

Rješenje: Uočimo, da lijeva strana od (21) ima 1010 sumanda. Uzmimo, da je 

1x , tada iz (21) dobivamo da je 

  )20202018...642( 20202018642

3f

 ))233361010(()1)1(...01)1(01)1(( 2020201812108642

3 vrijedif  

.2)2)011(336()1)1())011(...)011()011((( 3

20202020

336

3  ff     

Jasno je, da se u zadanoj jednadžbi ništa ne mijenja, što je u vezi sa ostatkom kod 

eksplicitnog kongruiranja po bazi 3, ako se taj postupak primjeni za proizvoljno 

x  ℕ, jer je nakon eksplicitnog kongruiranja baza potencije 1 ili 2, a eksponent je 

uvijek paran broj pa je 

.2)2020...642( 2020642

3 
xxxx

f  

Znamo da je za svako y ℕ zadovoljeno  1,0)( 2

3 yf , pa iz toga slijedi da je 

uvijek .2020...642 22020642 y
xxxx

  Dakle, ova jednadžba nema rješenja 

jer  .1,02   

 

Zadatak 23. Dokazati da diofantska jednadžba 

145 12  yy xx
 

nema rješenja u skupu ℕ ℤ . 
 

Rješenje: Zadanu jednadžbu možemo pisati u obliku ).14(15 12  xx y  

Očigledno je, da vrijedi   ),(;0))14((3 yxyf x ℕ ℤ . Nadalje je  

  xffff xxx ,1)11()1)1(()12()15( 3

12

3

12

3

12

3 ℕ. 
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Iz ovog razmatranja slijedi da je  ))14(()15( 3

12

3  xx yff  nad domenom  ℕ

 ℤ  dane jednadžbe, dakle ona nema rješenja. 

  

Zadatak 24.  Dokazati da je                         

  .037
20112015 20122016

5 f                                          (22) 
 

Rješenje: Budući je 

,0)2012()2016( 2011

4

2015

4  ff  

tada je m42016 2015   i  

n42012 2011  , gdje je nm,  ℕ.  Prema tome je  

 ))2(2()37( 44

5

20122016

5

20112015 nmff  

,0)0()11()1616( 555  fff nmnm
 

a to je i trebalo dokazati. 

   

Zadatak 25. Dokazati da je                

                 0)2325( 22112

19   nnnnf  za svaki n iz ℕ  0 . 

Rješenje:  

.0)1219()1291210()1295010()2325( 191919

22112

19   nnnnnnnnn ffff  

 

Zadatak 26. Dokazati da je 0)632( 16812

13   nnf za svaki n iz ℕ  0 . 
 

Rješenje: .0)99()61319()672934096256( 131313  fff nnnn
 

 

Zadatak 27. Dokazati da suma kvadrata pet uzastopnih prirodnih brojeva nije 

kvadrat prirodnog broja.  
 

Rješenje: Pretpostavimo da postoje prirodni brojevi x,y takvi da je   

.)4()3()2()1( 222222 yxxxxx                            (23) 

Primijenimo li funkciju 4f  na (23), tada dobivamo da je  

)()2()30205( 2

4

2

4

2

4 yfxfxxf  .                                           (24) 

Sada ćemo promotriti sve mogućnosti za  34,24,14,4  kkkkx , jer je time 

skup prirodnih brojeva rastavljen u četiri disjunktne klase, pa odatla dobivamo da 

je: 
 

,2)2)4(()2( 2

4

2

4  kfxf ,3)2)14(()2( 2

4

2

4  kfxf  
 

,2)2)24(()2( 2

4

2

4  kfxf  .3)2)34(()2( 2

4

2

4  kfxf               (25) 
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Ako je n prirodni broj, tada se lako pokaže da je 

 .1,0)( 2

4 nf                                                        (26) 

Uvažimo li (25) i (26), tada slijedi da je (24), odnosno (23), u kotradikciji, a to 

znači da je tvrdnja dokazana. 

 

Zadatak 28.  Dokazati da hiperbola 

030205 22  xyx                                                    (27) 

nema točaka s cjelobrojnim koordinatama. 
 

Rješenje: Dakle jednadžbu (27) ćemo eksplicitno kongruirati. A to ćemo napraviti, 

tako, da istu napišemo u obliku  

,30205 22 yxx   

kojega ćemo eksplicitno kongruirati po bazi .4m  No, znamo  1,0)( 2

4 yf , ali 

moramo promotriti slučajeve:  

.3)(,2)(,1)(,0)( 4444  xfxfxfxf  

Dakle, dobivamo da je 

.)()2)(()30205( 2

4

2

44

2

4 yfxffxxf   

Na osnovi iznesenog dobivamo implikacije: 

),3)2)1((()1)((),2)2)0((()0)(( 2

444

2

444  ffxfffxf  

).3)2)3((()3)((),2)2)2((()2)(( 2

444

2

444  ffxfffxf  

Vidimo, da vrijednosti konzekvente ovih implikacija nisu iz skupa  1,0 , a 

 1,0)( 2

4 yf , pa iz toga slijedi da je 

 ),(),()30205( 2

4

2

4 yxyfxxf ℤ , 

dakle jednadžba (27) nema rješenja. 
  

Napomena 6. Moglo bi se reći, da bez argumentiranja tvrdimo da je rješenje 

jednadžbe nad domenom ℤ , a razmatranje smo vršili nad ℕ . Naime, od lijeve 

strane eksplicitno kongruirane vrijednosti sume )305( 2

4 xf  su iste u ℕ i u ℤ, jer 

ionako je 0)20(4 xf za oba slučaja, pa je onda logično, da smo domenu mogli 

proširiti. No, suvišno je razmatranje, da je ))(4()( 444 xffxf  ,  i opet bi 

dobili isti rezultat, da ne postoji rješenje od (27) nad ℤ .  
  

Zadatak 29. Odrediti makar 11 rješenja jednadžbe   
                       

02
1102

0

3





















nn

l

l

xf . 

 

Rješenje: Budući je 0)6)1()1(()5( 6

3

6  nnnnfnnf , a to znači da je  
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 kknn ,12102 3  ℕ. 

Dakle 1)14095(1122...22212...2221 1211232110232 3

  kkknn

, pa je 0)1)14095((  k

xf , dakle .0)4095( xf  Budući je ,91534095 2   pa 

iz toga kanonskog prikaza dobivamo broj njegovih djelilaca 

12)11()11()12()4095(  .  Jednadžba ima ovih 11 rješenja: 

;4095,1365,819,455,273,91,45,15,9,5,3x  jer broj 1 ne dolazi u obzir. 

No, postoji makar još jedno rješenje, koje je u nesređenom obliku ne iznosimo, a to 

smo već prije napominjali. 

 

Zadatak 30. Dokazati da je, za svako n  ℕ, zadovoljeno                                                                         

.1)37(9  nf n
                                                                    (28) 

 

Rješenje: Ako je  2,1,0r , tada direktno provjerimo da je 

                                      .1)37(9  rf r
                                                     (29)  

Budući se svaki n  ℕ može prikazati u obliku  krkn ,3 ℕ , to onda povlači,  

da je  ))3(37( 3

9 rkf rk  )397343(9 rkf rk  )37)1938((9 rf rk

,1)37(9  rf r
 jer smo uvažili (29), pa je time zadatak u potpunosti napravljen. 

  

Zadatak 31. Riješiti diofantsku jednadžbu                                                            

                                                       ,02275 224  yxx                                      

(30)                                                    tako da je x  prost a y  prirodan. 
  

Rješenje: Jednadžbu (30) možemo pisati u obliku 

                                         .2275 224 yxx                                       (31) 

Za 2x , jer je to prvi prosti broj, relacija (31) nije zadovoljena jer je 

0227225 24   a 02 y .  jer dobivamo da je 
2y  0. Znamo, da su oni oblika 

 kkx ,16  ℕ, pa vrijedi implikacija                                                       

.)1)()(()16( 4

3

2

3  xfxfkx                          (32) 

Prije smo pokazali, da je  

    yyf ;1,0)( 2

3  ℕ.                                      (33) 

Ako uvažimo te relacije, tada dobivamo                                   

.2)227115()2275( 3

24

3  fxxf                      (34) 

Iz (34) i (33) slijedi kontradikcija, pa je tada jasno da je jedino rješenje jednadžbe 

(30) upravo )13,3(),( yx , jer prost broj 3 nije oblika (32). No, formalno gledajući 

jednadžba je parna pa nju zadovoljava i trojka ),13,3(),( yx  a to znači da 

postoje zapravo 4 rješenja koja je zadovoljavaju, to su: 
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 ,)13,3(),13,3(),13,3(),13,3(),( yx  a to vrijedi za početne dane uvjete. 

Napomenimo još, da (30) predstavlja jednadžbu krivulje, a ne funkcije.  

  

Zadatak 32.  Dokazati da je zadovoljeno        

  nxxf nn

y ,0))2()1(( 12222 ℕ , x  ℕ;                  (35) 

gdje je .33 24  xxy    
  

Rješenje:  Važi da je  

   )2()33()1()2()1( 224212222 xxxxxx nnn   
 

   )2()1()33( 2224 xxxx
n

 

  )2()1()33()1( 22242 xxxxx nn
 









  ...)2()1()33(

1
)2()33( 212124224 xxxx

n
xxx nn

 












 )2()1()2()1()33(
1

22212124 xxxxxx
n

n
nn

 

  nxxx )1()33( 224  + 









  ...)2()1()33(

1
)2()33( 2122242124 xxxx

n
xxx nn

    

)2()1(
1

212 










 xx
n

n
n

. 

 Ako uzmemo, da je ,2015n  tada (35) prima oblik 

.0))2()1(( 4031220172  xxf y
 

  

Zadatak 33.   Dokazati da je zadovoljeno                  

,0))22()12(( 142122   nxnx

yf  ako je  xn, ℕ, 

gdje je .3232 24  xxy    
 

Uputa za rješenje: Ako u (35) n  zamjenimo s 12 n  a x  sa 
x2  dobivamo danu 

jednakost.  

 

Zadatak 34. Dokazati jednakost                           

.198...884...44

20172018

3 














f  

Generalizirajte ! 
  

Uputa za rješenje. Trebamo najprije pokazati da je 
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






 



n
nn

n

,98...884...44
3

1102

1

2

  ℕ, a odatle je sve vidljivo. Generalizirani oblik 

glasi 

.198...884...44

1

3 

















nn

f  

 

Zadatak 35. Dokazati da je                               

  ,0)1( 2

24 pf                                            (36) 

 

ako je p  prost   broj veći od 3. 
 

Rješenje: Znamo da je produkt tri uzastopna prirodna broja djeljiv s 6321!3  . 

Ako je prvi faktor paran, tada je taj produkt uzastopnih brojeva djeljiv još s 4 

produkt, dakle on je djeljiv s 24. Na osnovi izrečenog slijedi da je 

,))1)(1(())1()1(( 2424  ppfpppf  jer brojevi 24 i p relativno prosti, dakle 

tvrdnja (36) je točna.     

  

Zadatak 36. Dokazati da je                          

;0)( 55

30  qpqpf qp, ℕ. 
  

Rješenje: Jasan je rastav  

    ,)()()( 2255 qpqpqpqpqpqp                          (37) 

a odatle zaključujemo, da je ,0)( 55

2  qpqpf  jer je barem jedan od brojeva p,q

,qp  paran (ukoliko su brojevi p i q neparni, njihova razlika je paran broj). 

 Dokažimo da je .0)( 55

3  qpqpf  Nadalje, možemo pisati da je 

   21212211 ,,2,1,0,;3,3 kkrrrkqrkp ℕ  

Ako uvažimo (37), te izvršimo eksplicitno kongruiranje, tada dobijemo 

.0))()()(()( 2

2

2

12121213

55

3  rrrrrrrrfqpqpf  

 Analogno postupamo za dokaz .0)( 55

5  qpqpf Samo je sada  

   21212211 ,,4,3,2,1,0,;5,5 kkrrrkqrkp ℕ . 

Iz tih uvjeta i dobivenog rastava  dobivamo 

,0))()()(()( 2

2

2

12121215

55

5  rrrrrrrrfqpqpf               (38) 

jer smo uvažili dane sve mogućnosti za vrijednosti ostataka iz  .4,3,2,1,0   

Dakle, dokazali smo da je:  

;0)(,0)(,0)( 55

5

55

3

55

2  qpqpfqpqpfqpqpf  

pa je pa na ovaj način zadatak riješen. 
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 Napomenimo, da je ovaj zadatak uzet iz [3], (strana 95), a tamo je za njega  

dano i rješenje u ovom obliku pomoću kongruencija. 
1  Ako su p i q prirodni brojevi, dokazati kongruenciju   

(1)                                             .)30(mod55  qpqp  
2  da li relacija (1) važi ako su p i q proizvoljni celi brojevi? 

  

Rješenje pomoću kongruencija: ([3], strana 95, D. Đoković)  
1  Promatrajmo 

broj  

(2)                                                  .),( 55 qpqpqpS        

 Broj )1,( pS  može se napisati u obliku 

(3)                                   ).1()1()1()1,( 2  pppppS  

Produkt )1()1(  ppp  od tri uzastopna broja uvijek je djeljiv sa 6. 

           Svaki prirodni broj p može se izraziti u obliku  
.)4,3,2,1,0;(5  rbrojprirodniNrNp  

Ako je 4,1,0r  produkt )1()1(  ppp je djeljiv je s 5. 

          U slučajevima kada je 25  Np  i ,35  Np  izraz 12 p  postaje 

respektivno 

).265(5),145(5 22  NNNN  

Prema tome, dokazali smo kongruenciju 

(4)                                            ).30(mod)1,( 5 pppS   

Formirajmo sada razliku 

(5)                         )())1()1((),()1,( 5555 qpqpqpqpqpSqpS  

.)122(5)1,( 23  qqqpqpS  

Pokazat ćemo da je izraz 

)1)(1()122()( 223  qqqqqqqqqR  

djeljiv sa 6 kada je q proizvoljan prirodni broj. 

 Svaki prirodan broj q može se napisati u obliku 
.)5,4,3,2,1,0;(6  rbrojprirodninsnq  

 Prema tome, )(qR ima ove oblike 

),1636)(16(6 2  nnnn  

),31836)(26()16( 2  nnnn  

),73036)(36()26( 2  nnnn  

),134236)(46()36( 2  nnnn  

),215436)(56()46( 2  nnnn  

).316636)(66()56( 2  nnnn  

Odavde slijedi ).(6 qR  
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Polazeći od jednakosti (5), dolazimo do ovog zaključka: 

Budući da je  

)1)(1(530)1,(6 2  qqqqipS  

i ako se pretpostavi da je ),,(30 qpS dobiva se ).1,(30 qpS Ovim je dokazana 

kongruencija (1).  

 No, treba reći, da je i kod ovog zadatka postupak rješenja kraći i pregledni, 

jer smo upotrebili eksplicitnu kongruenciju, premda ovo je rješenje pomoću 

kongruencije lucidno. 

  

Zadatak 37. Koliko rješenja ima diofantska jednadžba  

 nnf x ;0)( ℕ.                                              (39) 

 

Rješenje: Svaki prirodni broj n  se može prikazati u kanonskom obliku 
ke

k

ee
pppn  ...21

21 , gdje su 
kppp  ...21

prosti brojevia, a broj njegovih 

djlilaca je ,)1(...)1)(1()( 21  keeen  pa je broj rješenja jednadžbe (39) 

jednak  ,1)1(...)1)(1(1)()( 21  keeenx   jer 1x  ne dolazi u obzir. 

  

Napomena 7. Npr. jednadžba 0)11752( 23 xf  ima 

47122341)()(  nn   

rješenja. 

 

Zadatak 38. Dokazati da je                            

,0)167(9  nf n n ℕ .                                           (40) 
 

Rješenje: Budući je )8,...,3,2,1,0(9  rrkn , tada je 

           )1)9(67( 9

9 rkf rk
 

,0)167()1671()167343( 9

3

9

3

9  rfrfrf rrkrk
  

jer je 

0)1067( 0

9 f , 0)1167( 1

9 f ,..., .0)1867( 8

9 f  

               Možemo (40) dokazati i matematičkom indukcijom, tada  iz 

167)(  nng n
 slijedi .)0(9 g  Ako pretpostavimo, da je knng n 9167)(   

( n ℕ), tada dobivamo 

,36936)167(71)1(67)1( 1 nknnnng nn  
 

dakle ,)1(9 ng  pa je time (40) dokazano. 

  

Zadatak 39.   (Mali Fermatov teorem ili samo Fermatov teorem) Ako je ℙ skup 

prostih brojeva a ℕ skup prirodnih brojeva, tada vrijede implikacije: 
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a)  Za svaki ),( np  ℙ  ℕ  slijedi ;0)( nnf p

p
                                            (41) 

b)  Za svaki ),( np  ℙ  ℕ  i 1),( npM slijedi .1)( 1 p

p nf                           (42) 

  

Rješenje: Konzekventa u (42) se može pisati i u obliku ,0)1( 1 p

p nf  jer su p  

i n  relativno prosti, dakle 1),( npM (najveća zajednička mjera od p i n).   

a) Dokažimo (41) matematičkom indukciom. Vidimo, da je ta implikacija točna za 

.1n  Pretpostavimo, da vrijedi .)1(0)(  nnnf p

p
 Znamo, da je  

,1
1

...
21

)1( 21 



























  p

p

p
n

p
n

p
nn pppp

 

a odatle slijedi        

                              ),1())1((  p

p

p

p nfnf                                      (43) 

jer je svaki binomni koeficijent u binomnom razvoju djeljiv s p . A odatle 

dobivamo, da je 

,0)())1()1(())1()1((  nnfnnfnnf p

p

p

p

p

p
 

pa je time dokaz u potpunosti napravljen. 

b): ,0))1(()( 1  p

p

p

p nnfnnf  a odatle je ,0)1( 1 p

p nf  jer je 0)( nf p  

zbog .1),( npM   

 

Zadatak 40. Odrediti prost broj x i ceo broj y tako da važi  

.)1(...321 11111   xxxxx yx  
  

Rješenje: Ako jednadžbu eksplicitno kongruiramo i primijenimo Fermatov 

teorem, tada dobivamo 

).())1((...)3()2()1( 11111   x

x

x

x

x

x

x

x

x

x yfxffff  

Jasno je, da je ,1))1((...)3()2()1( 1111   x

x

x

x

x

x

x

x xffff  jer je x prost 

broj, koji je relativno prost s brojevima: 1,...,3,2,1 x ; dakle 

11...111
1




x
x

   , a to znači da je ).(1 1 x

x yfx  No, )( 1x

x yf  je 0 ili 1, što 

slijedi iz Fermatovog teorema. Ako je 0)( 1 x

x yf , tada bi dobili da je 01x , a 

to znači da je 1x , što je kontradikcija, jer 1 nije prost broj. Ostala je mogućnost, 

da je 1)( 1 x

x yf , a to znači 11x , dakle 2x . Ako tu vrijednost uvrstimo u 

jednadžbu, tada dobivamo da je .3y  Prema tome uređeni par  )3,2(),( yx  ℙ

  ℤ  je jedino rješenje jednadžbe za dane uvjete. 

 

Zadatak 41. Ako je kba ,, ℤ ; n ℕ, tada treba dokazati da iz kmba   slijedi  

.0)( 1212   nn

m baf  
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Uputa za rješenje: Uvažavamo identitet  

)...()( 2121221212 nnnnnn babbaababa   . 

  

Napomena 8. (Eulerov teorem ili Poopćeni Fermatov teorem)  Ako su a  i m  

relativno prosti brojevi, tj. 1),( maM , tada važi relacija  

,1)( )( m

m af 
                                                (44) 

gdje je )(m  broj prirodnih brojeva, koji su manji od m i s njime su relativno 

prosti (tu uključujemo i jedinicu). Inače se )(m  računa po  formuli 

,
1

1...
1

1
1

1)(
21





























rppp
mm                        (45) 

gdje je kanonski prikaz broja m  dan s ....21

21
r

rpppm


  Dokaz formule (45 ) 

se može naći npr. u  6 . Nadalje, vrijedi odnos ,)()( mm   gdje je broj djelilaca 

od m dan s  

.)1(...)1()1()( 21  rm                           (46) 

Npr. 8)(1553  mm  ,  jer 

 ),8(),7(),4(),2(),1( mMmMmMmMmM  

,1),14(),13(),11(  mMmMmM  dakle  14,13,11,8,7,4,2,1)(  m  je skup 

brojeva, koji su relativno prosti s brojem 15m  i od njega su manji, pa je 

kardinalni broj toga skupa jednak 8, dakle .8)()(  mm   

   

Zadatak 42. Dokazati da je        

 .0)2016...654321( 091123125191371

6 f                (47) 
      

Rješenje: Da bi zadatak riješili u razumnom vremenu primijenit ćemo teorem J. 

Dyer Bennet-a, koji glasi: Za svaki dcba ,,, ℕ i  1806,42,6,2,1x  vrijedi da 

iz antecedente ))((&))(( dcfbaf xx   slijedi konzekventa )()( d

x

c

x bfaf  .  
  

 Ako primijenimo navedeni teorem dobivamo slijedeće implikacije; 

,)1)1()1(())1)1(()1)1((( 1

6

1

666  ffff  

,)2)2()2(())1)7(()2)2((( 1

6

7

666  ffff  

,)3)3()3(())1)13(()3)3((( 1

6

13

666  ffff  

,)4)4()4(())1)19(()4)4((( 1

6

19

666  ffff  

    ,)5)5()5(())1)25(()5)5((( 1

6

25

666  ffff  

.)0)0()6(())1)31(()0)6((( 1

6

31

666  ffff  

Uvažimo li ove implikacije i rastav 63362016  , tada je (47) zapravo 
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











2016

1

56

6

k

kkf   

,0)152()1556())054321(336( 666  fff   

što je i trebalo pokazati.  

 Napomenimo, da bi dobili: 

...,0,3,1
2019

1

56
6

2018

1

56
6

2017

1

56
6 

























































k

k

k

k

k

k kfkfkf  

  

Zadatak 43. Ako su:  2016321 ...,,,, pppp prosti brojevi, ne moraju biti i 

međusobno različiti, ali niti jedan od njih nije 7, tada vrijedi relacija  

.0)...( 2016

2016

2016

3

2016

2

2016

17  ppppf                                    (48) 

  

Rješenje: Jasno je, da je 

.1)1()))((()()( 336

7

33617

77

3366

7

2016

7   fpffpfpf iii
 

Primijenili smo Mali Fermatov teorem, pa smo dobili 

.0)2887()2016()1...11( 77

2016

7  fff   

  

Zadatak 44. Ako je !100...!3!2!1 a  onda je 

                                 .0)!5050( af                                                  (49) 

 

Rješenje: Dokažimo da je 
 !100...!3!2!1

!5050
 ℕ. 

Znamo, da je  

.5050100...321;
!)(!

!













knk

n

k

n
                              (50) 

Iz  








 








 







 









100

100...321
...

3

321

2

21

1

1
ℕ 

i (50) slijedi 

 

   
 

 
 

 
 




















!99...21!100

!100...21

!98...21!99

!99...21
...

!21!3

!321

!1!2

!21

!0!1

!1
 

 










!100...!2!1

!5050

!100...!2!1

!100...21
 ℕ,  

a to znači da je (49) točno.  

 Sličnim postupkom lako možemo dokazati  i općenitije slučajeve; 
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Slučaj 1.:    
 






!...!2!1

!...21

n

n
 ℕ 

Slučaj 2.:   
 






!...!!

!...

21

21

n

n

kkk

kkk
 ℕ, gdje je ikn , ℕ ).1( ni   

  

Zadatak 45. Dokazati da za svaki prost  broj 3p  postoji k  ℕ tako da je 

.0)124(2 kf
p

                                                        (51) 

Rješenje: U Zadatku 35. dokazano je ,0)1( 2

24 pf a to znači da je 

kp 2412  ili 1242  kp , dakle (51) je točno.   

  

Zadatak 46. (Poopćeni Wilsonov teorem). Dokazati da je, za svaki prost broj  p i 

svaki prirodni broj n, zadovoljena jednakost  

.1))!)1((( 12   ppf n

p
 

 

Rješenje: Napomenimo, da Wilsonov teorem u standardnoj oznaci glasi 

)(mod1!)1( pp   ili .)(mod1!)1( ppp    

Općenito iz razvoja 1
22

12
...

1

12
)1( 221212 




















 
  p

n

n
p

n
pp nnn  vidimo da 

slijedi ,1)1())1(())!)1((( 1212   pfpfpf p

n

p

n

p  pa je time teorem 

dokazan. 

  

Napomena 9. Odredimo jednu klasu rješenja diofantske jednadžbe  

;0))!)1((( 1  yp

p pxf p ℙ. 

Naime, ako uvažimo Fermatov teorem i Poopćeni Wilsonov teorem, tada 

dobivamo jednu klasu rješenja ),( yx  uz uvjete: x  ℕ, ,1),( pxM y  2ℕ .1  

Svakako, da ne znači da je ovo i opće rješenje dane jednadžbe. 

 

Zadatak 47. Ako je 0)(7 af  i 0)(7 bf  onda je        

.0)( 4242

49 baf                                               (52) 

Rješenje: Neka je  

            .6,...,1,;7,7 212211  mmmkbmka                    (53) 

Tada važi 

 ))7(
41

42
...)7(

1

42
)7(())7(()( 42

1

41

1

1

1

1

1

41

1

42

142

42

1142

42

42 mmkmkkfmkfaf 
















 , 

odatle je ).()( 42

149

42

49 mfaf   Analogno dobivamo i )()( 42

249

42

49 mfbf  . Iz te 

dvije relacije slijedi, da je   

).()( 42

2

42

149

4242

49 mmfbaf                                     (54) 



MAT-KOL, XXIII(4)(2017)                                                                                                           Petar Svirčević 
                                                              

 

267 
 

Ako uvažimo  Mali Fermatov teorem, tada je 

,0))1()1(())(()(( 77

7

76

27

76

177  fmfmff  

a pogotovo je 0)( 42

2

42

149  mmf . Odatle i iz (54) slijedi da je tvrdnja zadatka 

zadovoljena. 

  

Zadatak 48. Ako je 0)( af p , 0)( bf p  i  p prost broj, onda je  

.0)( )1()1(
2   pppp

p
baf  

                                                             
Uputa za rješenje: To je generalizacija Zadatka 47. 
  

Zadatak 49. Riješiti diofantsku jednadžbu  

.72016 2

4

2

3

2

2

2

1  xxxx                             (55) 
  

Rješenje: Svaki se prirodni broj može prikazati u obliku ,8 rka   gdje je 

 7,...,2,1,0r . Tada iz: 

,...0)4(,1)3(,4)2(,1)1(,0)0( 2

8

2

8

2

8

2

8

2

8  fffff  

slijedi da je  4,1,0)( 2

8 af . Ako (55) eksplicitno kongruiramo, tada je 

.7)()()( 2

38

2

28

2

18  xfxfxf                                 (56) 

Na osnovi iznesenog slijedi da je  4,1,0)(),(),( 2

38

2

28

2

18 xfxfxf , pa odatle i iz 

(56) slijedi:  
;7411,7410,7400,7111,7110,7100,7000    

a to znači da jednadžba (55) nema rješenja za 4321 ,,, xxxx ℕ, ili čak za 

4321 ,,, xxxx  ℤ .   

 

Zadatak 50. Riješiti diofantsku jednadžbu  

.2015... 2016

14

2016

2

2016

1  xxx                            (57) 
 

Rješenje: Svaki se prirodni broj može prikazati u obliku ,16 rka  gdje je 

 15,...,2,1,0r .  

Lako dobivamo da je  1,0)( 4

16 af . Ako (57) eksplicitno kongruiramo po bazi 

16, tada je 

,15))((...))(())(( 5044

1416

5044

216

5044

116  xfxfxf  

jer je .15)2015(16 f  No, to je kontradikcija, jer je 

.14))((...))(())(( 5044

1416

5044

216

5044

116  xfxfxf  

Prema tome, dana jednadžba nema rješenja. 

   



MAT-KOL, XXIII(4)(2017)                                                                                                           Petar Svirčević 
                                                              

 

268 
 

Zadatak 51. Dokazati da je                              

3)3( 10

13 
n

f za proizvoljno n  ℕ. 

 

Rješenje: .3)3)1(()3)3(()3(

3...33

13

3...33
3

13
10

13 


nn
n

fff  
 

 

Napomena 10. Vratimo se na Napomenu 1. i recimo da možemo generalizirati taj 

zadatak u obliku, koji glasi  nf nn ,0)55552222(
2...225...55

7



ℕ, a možemo ga 

dokazati po analogiji s prvom verzijom. Ako izvršimo specijalizaciju da je 10n , 

tada bi dobili broj 


1010

2...225...55

55552222  , koji ima 18 596 022 524 znamenaka. 
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