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JEDNA ZANIMLjIVA NEJEDNAKOST:

Raznovrsnost u dokazivanju

Nenad O. Vasi¢

Saºetak. U ovom radu dokazana je jedna nejednakost kori²¢enjem osnovnih
dobro poznatih nejednakosti i ispitivanja monotonosti realne funkcije. Nejed-
nakost, u kojoj u£estvuje 3n realnih promenljivih, svedena je na funkciju jedne
promenljive na osnovu koje je nejednakost dokazana.

Klju£ne re£i i fraze: nejednakost, monotonost funkcije, prvi izvod

An inequality is proved in this paper. Combinations of di�erent well known
inequalities and monotonicity of a function is applied in the proof of this
inequality.
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1. Uvod

Poznate su razli£ite matemati£ke nejednakosti, kao na primer nejednakost izme-
�u aritmeti£ke i kvadratne sredine, Nesbitova nejednakost, �apiroova nejednakost
i mnoge druge [1, 3].

U radu [4], kori²¢enjem osobina monotonosti funkcije jedne promenljive [2],
re²ena je jedna£ina u skupu realnih brojeva. Ovaj £lanak se logi£no nadovezuje na
metodu kori²¢enu u radu [4] i ima za cilj da dokaºe ta£nost jedne nejednakosti.
Metodolo²ki, ovaj rad ¢e prikazati na primeru da, pri dokazivanju brojevnih nejed-
nakosti, osobine funkcija jedne realne promenljive mogu odigrati zna£ajnu ulogu.

2. Nejednakost i njen dokaz

Nejednakost, kojom ¢emo se baviti u ovom £lanku, jeste ta da realni brojevi
xi, yi, zi, i = 1, . . . , n, koji zadovoljavaju jednakost

Podrºavano od Ministarstvo prosvete, nauke i tehnolo²kog razvoja u Vladi Republike Srbije
(Projekat 174012).
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(2.1)
n∑

i=1

(
x2
i + y2i + z2i

)
= 3n

zadovoljavaju nejednakost

(2.2)
∑

16i,j,k6n
n|i+j+k

xiyjzk 6 n2.

Dokaz nejednakosti. Uslov (2.1) mogu¢e je zapisati i kao

(2.3)

(
n∑

i=1

x2
i

)
+

(
n∑

i=1

y2i

)
+

(
n∑

i=1

z2i

)
= X + Y + Z = 3n,

gde je

X = x2
1 + . . .+ x2

n, Y = y21 + . . .+ y2n, Z = z21 + . . .+ z2n.

Neka je jo² i

X > Y > Z.

Ukoliko vaºi neki drugi raspored, elemente xi u narednom dokazu treba zameniti
elementima odgovaraju¢e maksimalne sume iz zagrade u (2.3).

Navedimo najpre nejednakosti koje ¢emo koristiti u daljem radu:

• Pomo¢na nejednakost :
Kako za proizvoljne realne brojeve a i b vaºi da je (a − b)2 > 0 to

direktno sledi da je

(2.4) ab 6 1

2

(
a2 + b2

)
.

Jednakost vaºi ako i samo ako je a = b.
• Uop²tena nejednakost trougla:

Proizvoljni realni brojevi ρ1, . . . , ρN zadovoljavaju nejednakost

(2.5) |ρ1 + . . .+ ρN | 6 |ρ1|+ . . .+ |ρN |,
pri £emu jednakost vaºi ako i samo ako su ρ1, . . . , ρN nenegativni realni
brojevi.

• Nejednakosti izme�u geometrijske, aritmeti£ke i kvadratne sredine:
Pozitivni realni brojevi r1, . . . , rN zadovoljavaju nejednakosti

(2.6) n
√
r1 . . . rn 6 r1 + . . .+ rn

N
6
√

r21 + . . .+ r2N
N

.

Jednakosti vaºe ako i samo ako je r1 = . . . = rN .
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S obzirom na to da u uslovu (2.1), ili ekvivalentno u (2.3), �guri²u veli£ine
oblika x2

i , y
2
i , z

2
i to sledi da, ako brojevi xi, yi, zi ispunjavaju te uslove onda te

uslove ispunjavaju svi brojevi oblika (−1)uxi, (−1)vyi, (−1)wzi, za proizvoljne cele
brojeve u, v, w. Na osnovu nejednakosti (2.5), a zbog osobine apsolutne vrednosti
| · | da vaºi |xyz| = |x| |y| |z| sledi da je∣∣∣ ∑

16i,j,k6n
n|i+j+k

xiyjzk

∣∣∣ 6 ∑
16i,j,k6n
n|i+j+k

|xiyjzk| =
∑

16i,j,k6n
n|i+j+k

|xi| |yj | |zk|

²to zna£i da izraz
∑

16i,j,k6n
n|i+j+k

xiyjzk dostiºe svoj maksimum u slu£aju kada su svi

sabirci xiyjzk nenegativni. To, zbog kvadriranja u uslovu (2.1), nije nuºno jedini
slu£aj kada taj izraz dostiºe maksimum.

Pre dokaza nejednakosti (2.2) uo£imo jednu veoma bitnu osobinu indeksa i, j, k.
Za dato i0, 1 6 i0 6 n, i proizvoljno j′, 1 6 j′ 6 n, postoji jedinstveno k′, 1 6 k′ 6
n, tako da vaºi n|i0+j′+k′. Odredimo te indekse j′ i k′ za konkretno i0 i promenljivo
j′.

(2.7)


1 6 i0 6 n− 1 :

 k′ = k′i0(j
′) = n− i0 − j′, i0 + j′ < n,

k′ = k′i0(j
′) = n, i0 + j′ = n,

k′ = k′i0(j
′) = 2n− i0 − j′, i0 + j′ > n;

i0 = n :

{
k′ = k′i0(j

′) = n− j′, 1 6 j′ 6 n− 1,
k′ = k′i0(j

′) = n, j′ = n.

Na ovaj na£in odre�ene su sve trojke (i0, j
′, k′) koje, za �ksirano i0, zadovoljavaju

uslov n|i0 + j′ + k′. Zaista, pretpostavimo da postoji trojka (i0, j
′′, k′′) takva da je

zadovoljeno n|i0 + j′′ + k′′ koja nije odre�ena na prethodni na£in.

• Ukoliko je i0 = n tada je j′′ + k′′ = n ili j′′ + k′′ = 2n. U prvom od ova
dva slu£aja je k′′ = n − j′′ dok je, zbog 1 6 j′′, k′′ 6 n, j′′ = k′′ = n u
drugom slu£aju. Oba ova slu£aja obuhva¢ena su drugim podslu£ajem u
(2.7). Odatle sledi da je (i0, j

′′, k′′) ̸= (n, j′′, k′′).
• Neka je 1 6 i0 6 n − 1. U tom slu£aju, ukoliko je i0 + j′′ < n onda je
jedina mogu¢nost za k′′ ta da je k′′ = n − i0 − j, ukoliko je i0 + j′′ = n
mora vaºiti k′′ = n i ukoliko je i0 + j′′ > n onda je, zbog 1 6 k′′ 6 n,
k′′ = 2n− i0 − j′′.

• Sve prethodno dobijene vrednosti za k′′, kao funkcije od j′′ i i0, imaju
vrednosti koje su ve¢ dobijene u (2.7) ²to je kontradikcija. Odatle sledi da
su, sa (2.7), obuhva¢ene sve neophodne trojke (i0, j, k) za koje je n|i0 +
j + k.

Vaºi i to da je svaka funkcija k′i0 : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} bijekcija. To je o£ito
jer je funkcija evidentno bijektivna na zasebnim podintervalima kojima pripada j′

kao linearna a nikoje dve vrednosti funkcije k′i0 za j′ iz razli£itih intervala ne mogu
biti jednake.

U sumi (2.2) �ksirajmo sve sabirke koji sadrºe £inilac xi0 za konkretno
i0, 1 6 i0 6 n. Suma svih tih sabiraka je
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(2.8) sxi0 = xi0 ·
n∑

j′=1

yj′zk′
i0

(j′)

(2.4)

6 1

2
xi0 ·

(
Y + Z

) (2.3)
=

1

2
xi0

(
3n−X

)
.

Nejednakost u prethodnom nizu relacija postaje jednakost onda i samo onda kada
je y1 = . . . = yn = z1 = . . . = zn. Saberimo sve nejednakosti (2.8) po i0 = 1, . . . , n.
Tako dobijamo da je

(2.9) sx = sx1 + . . .+ sxn 6 1

2
(x1 + . . .+ xn)

(
3n−X).

Zbog bijektivnosti funkcija k′i0 , zbir s
x upravo je jednak veli£ini

∑
16i,j,k6n
n|i+j+k

xiyjzk

Neka je xi1 , xi2 , . . . , xip > 0 i xip+1 = . . . = xin = 0. U tom slu£aju, nejednakost
(2.9) postaje

(2.10)

sx 6 1

2

(
xi1 + . . .+ xip

)(
3n−X) =

p

2
·
xi1 + . . .+ xip

p
· (3n−X)

(2.6)

6 p

2

√
X

p
(3n−X) =

1

2

√
p
√
X(3n−X).

Poslednja nejednakost, u prethodnom nizu relacija, postaje jednakost onda i samo
onda kada je xi1 = . . . = xip . �tavi²e, zbog p 6 n, poslednje dobijeno ograni£enje
vrednosti sx prerasta u

(2.11) sx 6 1

2

√
p
√
X(3n−X) 6 1

2

√
n
√
X(3n−X).

Jednakosti, u ove dve nejednakosti, vaºe ako i samo ako je

p = n i x1 = . . . = xn.

Odredimo maksimalnu vrednst ograni£enja
1

2

√
n
√
X(3n − X). Posmatrajmo

zato realnu funkciju

(2.12) F (X) =
1

2

√
n
√
X(3n−X).

Prvi izvod ove funkcije po X je

(2.13) F ′(X) =

√
n

2

(3n−X

2
√
X

−
√
X
)
=

3
√
n

4
√
X

(n−X).

Kako je, po pretpostavci, X > Y > Z to direktno sledi da je X > n. Zaista, ukoliko
bi bilo X < n onda bi sledilo da je Y < n i Z < n, pa je

X + Y + Z < 3n
²to je kontradikcija sa uslovom (2.3), tj. (2.1). Sada je, zbog X > n, F ′(X) 6 0 pri
£emu se prvi izvod F ′ anulira ako i samo ako je X = n. Funkcija F je, iz razloga
F ′ 6 0, opadaju¢a [2] pa je njen maksimum jednak F (n) = n2, ²to direktno
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sledi, £ime je nejednakost (2.2) dokazana. Za nenegativne realne brojeve xi, yi, zi,
jednakost vaºi ako i samo ako je

x1 = . . . = xn = y1 = . . . = yn = z1 = . . . = zn = 1.
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