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       Posebnu pažnju zavređuju zadaci čijem se rješavanju može pristupiti s više pozicija. 

Upoređivanjem rješenja uočavamo koje je od njih kraće, efektnije, elegantnije. Time se 

stiče i izgrađuje vještina u rješavanju zadataka, naročito problemskih. 

       U     je postavljen zadatak namijenjen srednjoškolcima koji pokazuju povećano 

interesovanje za matematiku:   

        Kutovi trokuta su u omjeru  

α : β : γ = 1 : (k+1) : (k+3), k ∈     
Dokaži da za njegove stranice vrijedi         .  

 

       Ovdje dajemo 8 rješenja tog zadatka. 

 

Rješenje 1. Koristićemo trigonometrijsku identičnost  

                                                        ∈    
koja se dobija iz adicionih formula za sinus 

                             i                             . 

Kako je 
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                       i              , 

(  je poluprečnik kružnice opisane oko trougla ABC) 

imamo 

                                              =  

(                                                    

                                                                               . 

S obzirom da je α + β+γ = α + (k+1)  + (k+3)α = (2k + 5)  =     , dobijamo 

                                     i 

                                      ,  

pa je 

                                    
tj. 

         . 

 

 

Rješenje 2. Produžimo stranicu CB do tačke D tako da BD = AB =   (slika 1). Tada je 

<DAB = <ADB = 
 

 
(<ABC) = 

 

 
 . 

 

 

 

 

 

 

Slika 1 

 

Sada na stranici AB odredimo tačku E tako da BE = BC =   (slika 2), pa je AE =    . S 

obzirom da je zbir uglova u trouglu  (2k+5)α, tj. 3α + 2β, i <CBE = β, imamo u 

jednakokrakom trouglu BCE: 

  <BCE = <BEC = 
 

 
      . 

Zbog toga je  

<AEC = 
 

 
      i <AEC = 

 

 
     . 

Na osnovu sinusne teoreme primijenjene na trouglove ADC i AEC (slike 1 i 2),  
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Slika 2. 

imamo 
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pa je  

                             
   

 
 
   

 
 

        
 

 
 

   
 

 

 
   

    

 

   
 

 

  .                         (1) 

Kako je                               i           , dobijamo 

   
      

 
     

     

 
 

 

 
     

 

 
   

 i  

       
 

 
      

     

 
 

    

 
     

   

 
 . 

Tada iz (1), zbog                 , slijedi 

     

    
   

   

 
   

   

 

   
 

 
   

 

 

 
         

    
 

            

    
 

    

    
 

 

 
 , 

a odavde je           , tj.          . 

 

Rješenje 3. Na stranici AB odredimo tačke D i E tako da AE =   i BD =   (slika 3). Sada 

je  

BE =    , AD =     i DE =       . 
 

S obzirom da je <ACD = <DCE = 
 

 
     , primjenom teoreme o simetrali unutrašnjeg 

ugla <ACE trougla AEC je 

 

    AD : DE = AC : CE, ili                  , gdje je CE =   . Otuda je 

    
        

   
 . 
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Slika 3 

 

Primjenom sinusne teoreme na trouglove ABC i BCE imamo 

    

    
 

 

 
   i   

    

    
 

 

   
 , pa je  

 

 
 

        

          
   

Odatle dobijamo                    , tj.           
 

 

Rješenje 4. Na stranici AB odaberemo tačku F tako da <BCF = <ABC = β (slika 4). Zato 

je BF = CF, tj. trougao BCF je jednakokraki. Ako je BF =   , onda je AF =      

 

Slika 4. 

 

Na osnovu sinusne i kosinusne  teoreme primijenjene na trougao AFC imamo: 

 

    
 

   

     
  i                           . 

 

Iz prve jednakosti, zbog                , slijedi        
   

  
 . Uvrštenjem posljednje 

jednakosti u drugu dobijamo                      
   

  
 , odavde: 

          (        
 

 
             

                                    
   

 
               /: (       
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 .                                           (2) 

Primjenom Stjuartove teoreme na trougao ABC imamo 

AB (AF·FB +    ) =        +       ,  

ili 

                           , 
odakle je 

                                                           x    
   

         .                                      (3) 

Iz jednakosti (2) i (3) slijedi 
 

    
 

  

         , 

što je ekvivalentno sa           
 

 

       Napomena 1. Dokaz Stjuartove teoreme nalazi se u     i     . 

Rješenje 5. Nacrtajmo kružnicu   opisanu oko trougla ABC, a potom <BAK = <BAC = α 

(slika 5). Tada je <CKB = <BAC = α (periferijski ugao nad lukom BC) i <AKC = <ABC 

= β (periferijski nad lukom AC). 

 

Slika 5 

 

 Zbog toga je u trouglu AKC: 

<ACK =                                    
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a u trouglu ALC (L je tačka preseka duži AB i CK):  

<ALC =                                     . 

To znači da je trougao ALC jednakokraki, tj. AL = AC = . Kako je <BCK = <BAC = α, 

trougao BCK je jednakokraki, tj. BK = BC =  . Dalje, imamo <BLK = <ALC = α + β (kao 

unakrsni) i <KBL =     - (<BKL + < <BLK) = 3α + 2β – (α+ α + β) = α + β, što znači da 

je i trougao BLK jednakokraki. Znači, KL = BK = . 

      Neka je CL =  . Na osnovu teoreme o simetrali unutrašnjeg ugla, za trougao AKC 

dobijamo CL : LK = AC : AK, ili         , odakle je    
  

 
 . Trouglovi ALC i BLK 

su slični, jer imaju jednake uglove. Zato je CL : LC = BL : KL, ili        
 : . Otuda je  =   ( − ). Najzad, iz jednakosti  =     i   =   ( − ) slijedi 
  

 
 

 

 
     , tj.           

 
 

Rješenje 6. Presjek produžetka prave AC i kružnice  (B, AB) obilježimo sa G. Tada je 

trougao ABG jednakokraki, pa je <BGC = <BAC = α (slika 6). Kako je   

<BCG =      -  <ACB = 3α + 2β – (2α + β) =       α + β , 

 imamo u trouglu BGC: 

< CBG = (3α + 2β) – (α + α + β) = α + β, 

tj. <BCG = <CBG. To, pak, znači da je i trougao BGC jednakokraki, tj. CG = BG =  .   

 

 

 

 

 

 

 

Slika 6. 

 

Na osnovu kosinusne teoreme primijenjene na trouglove ABC i ABG možemo pisati 

                              i                          . 

Iz druge jednakosti slijedi      
   

  
 , pa uvrštenjem u prvu jednakost dobijamo 

              
   

  
 . Konačno, odavde je            
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Rješenje 7. Primjenom Stjuartove teoreme na trougao ABG (slika 6), imamo 

 

                       . 

Poslije dijeljenja lijeve i desne strane posljednje jednakosti sa     dobijamo 

          
 

 

Rješenje 8. Trouglovi ABC i BCE sa slike 3 su slični (imaju jednake uglove), pa je AB:  

BC = BC : BE, ili              

Odavde lahko dobijamo traženu jednakost. 

 

Napomena 2. Predmetni zadatak se može riješiti i primjenom Pitagorine teoreme. 
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