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Apstrakt

Savremeni udzbenici kombinatorike i diskretne matematike isti¢u znacaj
i eleganciju kombinatornih dokaza. U ovom radu navodimo nekoliko prim-
jera kombinatornih dokaza koji se mogu mogu koristiti u nastavi. Na
kraju dajemo kombinatorni dokaz Diksonovog identiteta pomocu puteva
u cjelobrojnoj mrezi u prostoru.

Kljuc¢ne rijeci i fraze : Kombinatorni dokaz, bijekcija, putevi u cjelo-
brojnoj mrezi, Diksonov identitet

1 Sta je to kombinatorni dokaz?

Danas je postalo uobi¢ajeno da buduéi nastavnici matematike u toku osnovnog
studija slusaju bar jedan kurs kombinatorike. U savremenim udzbenicima diskre-
tne matematike i kombinatorike se u svakoj moguéoj situaciji pokusava da dokazi
identiteta i teorema budu kombinatorni. Na primjer, u knjizi [5] se sintagma
“kombinatorni dokaz“ pojavljuje vise od 150 puta.

Ukratko, kombinatorni ili bijektivni dokaz da skup X ima tacno a el-
emenata dobi¢emo ako konstruiSemo bijekciju izmedu skupa X i skupa A za
koji znamo da ima a elemenata. Kombinatorni dokaz nekog identiteta dobijemo
kada taj identitet zapisemo sa |X| = |Y| (tj. lijevu i desnu stranu identiteta
prepoznamo kao broj elemenata u skupovima X i Y'), pa onda konstruisemo
bijekciju izmedu skupova X i Y.

Cesto je nalazenje Zeljene bijekcije krade i jednostavnije od ostalih dokaza,
pa u takvim situacijama nije potrebno objasnjavati razloge zaSto je potreban
kombinatorni dokaz. Medutim, i kombinatorni dokazi koji su znacajno komp-
likovaniji od standardnih (najcesée algebarskih) su zanimljivi i vrijedni paznje.
Prvi razlog za to je taj Sto trazedi zeljenu bijekciju bolje upoznajemo posma-
trane strukture i nalazimo njihove dodatne osobine. Takode, lijepo je rezultate
u kombinatorici dobiti samo kombinatornim metodama. I pored toga §to je u
posljednjih desetak godina pocela “velika potjera“ za kombinatornim dokazima,
jos uvijek postoje vazni identiteti (kao i drugi rezultati u kombinatorici) za koje
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nije pronaden kombinatorni dokaz. Vise o tome zainteresovani ¢italac moze naci
u knjigama [5] i [6].

U ovom radu pocinjemo sa nekoliko jednostavnih primjera kombinatornih
dokaza.

Teorema 1. Broj podskupova konacnog nepraznog skupa koji imaju paran broj
elemenata je jednak broju podskupova tog skupa koji imaju neparan broj eleme-
nata.

Dokaz: Ne umanjujuéi opStost, mozemo smatrati da je dati konacan skup
pocetni dio skupa prirodnih brojeva

[n] ={1,2,...,n—1,n}.

Za svaki X C [n] definiSemo novi skup X’ na sljedeéi nacin:

akon € X onda je X' = X \ {n}, aakon ¢ X onda je X' = X U{n}. Lako
je uociti da je | X'| = | X| £ 1, pa su | X| i |X’| razli¢ite parnosti.

Tako smo svaki podskup od [n] sa parnim brojem elemenata “spojili“ sa
tacno jednim podskupom koji ima neparan broj elemenata, $to daje zeljenu
bijekciju.

O

Sljede¢i primjer je kombinatorni dokaz nejednakosti koja se ¢esto dokazuje
matematickom indukcijom.

Teorema 2. Za svaki prirodan broj n > 4 vrijedi 2" > n?.

Dokaz: Broj 2" mozemo interpretirati kao broj svih binarnih nizova duzine n, a
n? je broj elemenata skupa [n] x [n]. Uredenom paru (i, j) € [n] x [n] dodijelimo
binarni niz (a1, as,. .., a,) na sljedeéi nac¢in:

e Ako je i < j onda je a; = a; = 1, a svi ostali ¢lanovi su nule (ovaj niz ima
najvise dvije jedinice za i # j).

e Zai>jjea; =a; =0, asviostali clanovi su jedinice (ovaj niz ima tacno
n — 2 jedinica).

Lako je provjeriti da je za n > 4 ovo preslikavanje injekcija sa [n] x [n] u
skup svih binarnih nizova duzine n. Takode, za n > 4 potoje binarni nizovi koji
nisu slika nijednog para (4, j), pa vrijedi trazena nejednakost.

O

Binomni koeficijent (Z) je jedan od najvaznijih i najceséih brojeva koji se
pojave u kombinatorici. Taj broj se pojavi u binomnoj formuli (koeficijent uz
xFy"=* 1 razvoju (z + y)" i kao broj svih k-clanih podskupova u skupu od
n elemenata. Broj (Z) mozemo prepoznati' i kao broj svih najkraéih puteva

1Za bolje razumjevanje matematickih pojmova i objekata je vazno da se isti objekt prepozna
u §to vise razlicitih situacija. U kombinatorici radimo sa relativno jednostavnim objektima, pa
je to “prepoznavanje“ lakSe nego u ostalim oblastima matematike. To je jos jedan od razloga
zasto buduéi matematicari treba da uce kombinatoriku.
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u cjelobrojnoj mrezi od (0,0) do (k,n — k). Zaista, svaki takav put mozemo
zapisati kao niz od n slova D i G (ako idemo desno pisemo D, a za gore pisemo
G). Pri tome se slovo D pojavi tacno k puta, pa je broj puteva jednak broju
nacina da odaberemo k-¢lani podskup iz skupa od n elemenata.

Sljedeca teorema se nalazi u veéini udzbenika kombinatorike (ali i iz os-
talih oblasti matematike) u kojima se govori o binomnim koeficijentima. Stan-
dardni dokazi koji se mogu naéi u tim knjigama nisu kombinatorni i koriste
uporedivanje binomnih koeficijenata. Ako binomne koeficijente interpretitamo
kao broj puteva u cjelobrojnoj mrezi mozemo dati kombinatorni dokaz.
Teorema 3. Za daton € N i za sve k =0,1,...[2] — 1 vrijedi (}) < (kil).
Dokaz: Binomni koeficijent (Z) mozemo interpretirati kao broj svih puteva u
cjelobrojnoj mrezi od (0,0) do (k,n — k).

Tvrdenje teoreme ¢emo dokazati ako za sve k < [5]—1 konstruiSemo injekciju
izmedu sljedec¢a dva skupa:

e Skupa svih puteva od O(0,0) do A(k,n — k) (njih ima (7)) i

e skupa puteva od O(0,0) do B(k +1,n — k — 1). (tih puteva ima (,%,)).

A(kn-k

B(k+1,n-k-1)

C(t) nt-2k-1)

0(0,0)

Slika 1: Bijekcija izmedu puteva

Neka je prava p simetrala duzi AB, gdje su tacke A(k,n—k)i B(k+1,n—k—1),
vidjeti sliku 1. Lako je izracunati da je y = ¢ + n — 2k — 1 jednacina prave p.
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Proizvoljan put II od koordinatnog pocetka do tacke A (put II ima k koraka
“desno“in —k koraka “gore“) mora presjeéi pravu p u nekoj cjelobrojnoj tacki.

Neka je C(t,n +t — 2k — 1) posljednja tacka kada nas put II sijece pravu
p. Put I od tacke C do tacke A ima joS k — t koraka desno i k + 1 — ¢ koraka
gore. Taj dio puta II preslikacemo simetri¢no obzirom na pravu p. Pri tom
preslikavanju koraci desno postanu koraci gore, a koraci gore postanu koraci
desno, vidi sliku 1.

Tako smo od puta II konstruisali put I’ koji ima ukupno ima k + 1 korak
desno (¢ koraka desno do tacke C i jos k+ 1 — ¢ poslije) i n — k — 1 korak
gore (n+t—2k—1do C1ijos k—t poslije). Dakle, put II' ¢e zavrsiti u tacki
(k+1,n—k—1). Ocigledno je ovo preslikavanje injekcija, sto dokazuje zeljenu
nejednakost.

O

2 Kombinatorni dokaz Diksonovog identiteta

Najstariji oblik Diksonovog identiteta

zn:(—l)k n 3: % ako je n =2m
k 0 '

k=0 mace

se pojavio jos 1891 godine u [1]. Danas je Diksonov identitet zajednicki naziv
za nekoliko uopstenja prethodne formule (pogledati u [2] i [3]).

Izmedu ostalog, identiteti ovog tipa su vazni u razvoju hipergeometrijskih
suma, vidjeti [4].

U kombinatorici, nekoliko razli¢itih dokaza Diksonovog identiteta sluzi za
ilustraciju efikasnosti razli¢itih tehnika: dokaz pomoéu Lagranzove inverzije,
manipulacija sa formalnim stepenim redovima, WZ-metoda?, vidjeti u [3] i [7].

U ovom poglavlju éemo opisati kombinatorni dokaz® uopstenog Diksonovog
identiteta brojeéi na pametan nac¢in puteve u cjelobrojnoj mrezi u prostoru.

Teorema 4 (Uopsteni Diksonov identitet). Ako su a,b,c € Ng i ako je a < b i
a < ¢ tada vrijedi:

S (G -

k=—a

Dokaz: Desnu stranu prethodne jednakosti mozemo interpretirati kao broj svih
cjelobrojnih puteva u prostoru od koordinatnog pocetka O(0,0,0) do tacke
A(a, b, c). Svaki taj put odgovara permutaciji s = s1, o, - . ., Sq+ b+ multiskupa
M = {2%y® 2°} u kojoj se slovo x pojavi a puta, slovo y se pojavi b puta, a

2Herbert Wilf i Doron Zeilberger.
30vaj dokaz je 2009 godine na predavanju [8] ispri¢ao poznati izraelski matemati¢ar Doron
Zeilberger. Po njegovim rije¢ima, ovaj kombinatorni dokaz je dao Dominic Foata.
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slovo z se pojavi ¢ puta. Skup svih permutacija multiskupa M (putevi od O do
A) oznacimo sa P.

Sada, za sve k = —a,—a+1,...,a—1,a sa S ozna¢imo skup svih uredenih
trojki (mpy, Tpz, Ty2), gdje je Ty permutacija multiskupa M1(§) = {20tk b=k}
Tz, permutacija M1(§) = {xa_k,zc"’k}, a my, permutacija multiskupa M2(§) =
{yP** z¢=k1. Mozemo primijetiti da je lijeva strana Diksonovog identiteta u
stvari Y, (—1)%| Sk

Svakoj permutaciji s € P multiskupa {z%, y°, 2°} mozemo dodijeliti uredenu
trojku (Mpy, Tzz, Ty2), gdje je:

- Tay(s) je permutacija dobijena od s brisanjem svih slova z;

- Tzz(s) je permutacija dobijena brisanjem svih y iz permutacije s;

- myz(s) je permutacija dobijena brisanjem svih x iz permutacije s.

Lako je uociti da su myy (), Tz2(s) i my-(s) u stvari permutacije multiskupova
Mfg), Ml(g) i M2(03) Tako je sa s +— (Tay(s); 722 (8); Ty-(s)) definisano preslika-
vanje Proj: P — Sg.

Pretpostavimo da je za neku permutaciju s multiskupa M poznata njena
slika Proj(s) = (Tuy(s), Tz2(s), Ty=(s)), to jest, da znamo permutacije

779611(5) =u= (’11/1,11/2, e 7ua+b);
TrCEZ(s) =V = (’U171)2, T vva+c);
Tyz(8) = w = (w1, w2, ..., Woic)

Kljuéni argument u kombinatornom dokazu Diksonovog identiteta je ¢inje
nica da se iz slike Proj(s) = (74y(s); - (5); my-(s)) moze rekonstruisati polazna
permutacija s.

Naime, ako posmatramo multiskup {u;, vy, w;} sastavljen od prvih eleme-
nata u permutacijama m,(s), m55(s) 1 my.(s), dva od tih elemenata su medu-
sobno jednaka.

Taj element koji se pojavi dva puta u permutacijama gy (s), 7z2(s) 1 my2(s)
je prvi element u permutaciji s, odnosno, to je prvi korak u putu od O do A.
Kada taj element obrisemo iz s i dvije permutacije iz Proj(s) koje ga sadrze,
ponavljamo postupak. Koriste¢i matematicku indukciju, mozemo dokazati da
se iz Proj(s) moze rekonstruisati cijela permutacija s.

Odavde zakljucujemo da je preslikavanje s — (75, (5); T22(5); my=(s)) injek-
cija, odnosno Proj : P — Sy je bijekcija izmedu skupa svih permutacija multi-
skupa P i nekog podskupa Sy.

Naravno, lako je opaziti da postoje trojke permutacija iz Sy koje nisu pro-
jekcija neke permutacije multiskupa M. Takvu trojku permutacija

(w;v;w) = (U1, U2, . .« s Uaqb; V1, V2, Vage; Wi, W2, - - oy Whte)

prepoznajemo po tome $to se u procesu rekonstrukcije, nakon brisanja kona¢no
elemenata, pojavi trojka (u’;v"; w’) u kojoj su tri poéetna elementa permutacija
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o', v 1w razliciti. U tom slucéaju ne mozemo donijeti odluku kako se nastavlja
put, i te trojke permutacija iz Sy nisu u slici funkcije Proj.

Sliéno vrijedi za sve ostale trojke permutacija. Ako je k # 0, trojka per-
mutacija iz Sy sigurno nije projekcija neke permutacije iz P. Stoga, ako od
trojke (u;v;w) € Sk, k # 0 rekonstrukcijom pokusamo dobiti permutaciju
multiskupa, pojaviée se situacija kada trojka (u';v’;w’) ima razlicite pocetne
elemente. Sada ¢emo pokazati kako se trojke permutacija koje nisu projekcija
permutacije multiskupa M mogu “spariti“.

Pretpostavimo da trojka

0= (U, U, .+, Ugip; V1, V2, "+ 5 Vgte; W1, W, - ., Whie) € Sk

nije projekcija s. Ako od o pokusSamo rekonstruisati permutaciju multiskupa M,
sta¢emo u trenutku kada ne mozemo odluciti koji je sljedeéi korak (tri pocetna
su razlicita). Neka je uredena trojka

(upaup+1 <oy Uadby Vgy Vg1 * 7y Vades Wiy Wy 1 - - , Whtc)

prvo mjesto gdje smo se “zaglavili“ u pokusaju rekonstrukcije. Postoje ta¢no
dvije mogucénosti za poCetne elemente:
vrijedi up, =2, vy =2, wr =y ili up =y, vg =2, W, = 2.

.

(x..2.%2,X)

Proj

(X Y3x;
X,2,Z,X, >

»zyz)

xyyy; (xx3y;
X,X,Z,X; €——p HH5XS
I zz2) z)z)

Copyx; (L | (s
«—> X,X,2,Z; X,2,2,Z;
zy.).z) »yyz)

S, Sl S, S S Skt Se

Slika 2: Bijekcije u dokazu Diksonovog identiteta

Trojku o sparimo sa trojkom permutacija o’ koja se od o razlikuje samo na
mjestima u,,, v4 i w,. Preciznije:
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e Akojeu, =z,vy=21w, =yuo,ondajeu,=y, v,=riw, =zuo'"
Tada je 0/ € Si_1.

l
q

/

e Akojeu, =y, vy =xiw, =zuo,ondajeu,=zv,=ziw, =yuo,

itada je o’ € Ski1.
Zato se svake dvije sparene trojke permutacija u sumi na lijevoj strani broje
sa razli¢itim znakom, pa se poniSte. Jedino “prezive“ permutacije koje nismo

sparili, a one su u bijekciji sa cjelobrojnim putevima od (0,0,0) do (a, b, ¢).
O

U stvari, kombinatorni dokaz Diksonovog identiteta zahtijeva cijeli niz bijek-
cija. Sema tih bijekcija je ilustrovana na slici 2. Takode, na ovoj slici se moze
vidjeti nekoliko primjera sparivanja i primjer za funkciju Proj u sluc¢aju kada
jea=b=c=2.
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