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Osnovna teorema o propelerima 

 
Jovan Mikić 1 

 
Sažetak. Asimetrična teorema o propelerima je jedna od najlepših teorema iz 
geometrije u ravni. Asimetrična teorema o propelerima sadrži niz teorema. Prva 
teorema o propelerima je takođe poznata kao osnovna teorema o propelerima. U 
ovom istraživanju, dajemo tri različita dokaza osnovne teoreme o propelerima. Prvi 
dokaz zasniva se na kompleksnim brojevima. Drugi dokaz je preko elementarne 
geometrije.Treći dokaz je takođe geometrijski i, uz nešto napora, može se iskoristiti 
za dokazivanje svih generalizacija osnovne teoreme o propelerima. Postoji 
mogućnost da su neki od ovih dokaza (po mom znanju) originalni. 

 
Ključne reči: Asimetrična teorema o propelerima, osnovna teorema o propelerima, 
kompleksni brojevi, jednakostranični trougao, elementarna geometrija 
 
Abstract. Asymmetric propeller theorem is one of the most beautiful theorem in 
plane geometry. Asymmetric propeller theorem  contains a sequence of theorems. 
First propeller theorem is also known as a basic propeller theorem. In this research, 
we give three diferent proofs of a basic propeller theorem. First proof relies on 
complex numbers. Second proof is via elementary geometry. Third proof is also of 
geometric nature and, with some effort, it can be used for proving all generalizations 
of basic propeller theorem. There is a possibility that some of this proofs (up to my 
knowledge) are original. 
 
Keywords and pgrases: Asymmetric propeller theorem, basic propeller theorem, complex 
numbers, equilateral triangle, elementary geometry 
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1. Uvod 
 

            Asimetrična teorema o propelerima poznata je i kao Bankoffova  teorema, po 
Leonu Bankoffu, američkom matematičaru i zubaru. O istoriji asimetrične teoreme o 
propelerima možete pogledati u [1]  i  [4] .  U ovom istraživanju, bavimo se samo sa 
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prvom ili osnovnom teoremom o propelerima. O generalizacijama osnovne teoreme 
o propelerima možete pogledati u [2]  i [3] . 
 
 

2. Osnovna teorema o propelerima 
 

Neka su data tri podudarna jednakostranična trougla OAB , OCD  i 
OEF , koji imaju zajedničko teme O . Neka su tačke, X ,Y i Z središta stranica 

AF, BC i DE respektivno. Onda je,  trougao XYZ  jednakostranični trougao. 
 
 
. 
 

 
 

2.1.  Prvi dokaz osnovne teoreme o propelerima 
(preko kompleksnih brojeva) 

 
          Neka su oznake kao na slici 2. Trouglove smo smestili u Dekartovom 
pravouglom koordinatnom sistemu, tako da se tačka O poklapa sa koordinatnim 
početkom, te tačka A nalazi na x-osi. Neka su ZYX ZZZ ,,  kompleksni brojevi koji 
su afiksi tačaka X , Y i Z respektivno. Želimo da pokažemo 

ZXZYYX ZZZZZZ  ; 
odnosno  

222
ZXZYYX ZZZZZZ  . 

U tom cilju koristićemo dobro poznate formule iz kompleksne analize,  
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Koristimo formulu: )2Re(222

YXYXYX ZZZZZZ  .  Posle sređivanja, 
dobijamo: 
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Da bi pokazali 22

ZYYX ZZZZ   potrebno i dovoljno je da pokažemo 

)Re()Re( 21 SS   ili što je isto 0)Re( 12  SS . 
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Uvrštavanjem, dobijamo:  
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Konačno, dobili smo 0)Re( 12  SS , odnosno )Re()Re( 21 SS  . 

Obzirom da je 2
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Dokažimo još 22

ZXZY ZZZZ  . Da bismo to uradili potrebno i dovoljno je 

pokazati da )Re()Re( 32 SS   ili 0)Re( 23  SS . 
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Konačno, pokazali smo 0)Re( 23  SS , odnosno )Re()Re( 23 SS  . 
          S obzirom na  

2
3

2

2

2
2 )Re(

2
)Re(

2 ZXZY ZZSaSaZZ  , 

 proizlazi  
22

ZXZY ZZZZ   
ili, što je ekvivalentno,  da je 

ZXZY ZZZZ  . 

         Pokazali smo ZYYX ZZZZ  , kao i ZXZY ZZZZ  . Sledi, 
trougao XYZ je jednakostraničan.  Q.E.D. 

 
2.2. Drugi dokaz osnovne teoreme o propelerima 

(preko elementarne geometrije) 
 
Neka je ugao BOC , ugao AOF  i ugao DOE . Neka je 

tačka A’ središte duži OA , a tačka D’ središte duži od duži OD ; kao na slici 3. 
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Da bismo dokazali da je trougao XYZ jednakostraničan, dokazaćemo da je YX=YZ 
, kao i da je  60XYZ . 
 
Prvo ćemo pokazati da je trougao YA’D’ jednakostraničan. 

 
Četverougao ABCD je tetivan i AB=CD. Iz elementarne geometrije, poznato je da je 
onda  ABCD jednakokraki trapez. Stoga, BC || AD. 
 
S druge strane, duž A’D’ je srednja linija trougla OAD, pa A’D’|| AD.  
 
Sledi, A’D’ || BC. Četverougao BCD’A’ je trapez i to jednakokraki , jer je 
BA’=CD’(visine podudarnih jednakostraničnih trouglova) 
 
Iz '' CYDBYA   (BA’=CD’,BY=CY i '' YCDYBA  ) sledi YA’=YD’. Još 
treba pokazati da YA’=A’D’. 
 
Uglovi '' DBA  i 'YOA  su uglovi sa normalnim kracima. Kako su oba oštri, 
sledi  

'' DBA = 'YOA . Uočimo sliku 4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Imamo OMA' ~ BNA' .Sledi 
'
''

BA
OA

BN
MA

 , odnosno BN
BA
OAMA 

'
'' . Dalje, 

3
'

2
3

2' BNMABN
OA

OA

MA  . Ili 3'MABN  . Kako je MADA '2''  ,  

dobijamo 
2
3''DABN  . Uočimo li pravougli trougao YMA’, 

2
3'' DABNYM  .  Primenom Pitagorine teoreme u trouglu YMA’, sledi  
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222 '' MAYMYA  . Dalje, 222 )
2

''()
2
3''(' DADAYA  . Dobijamo, 

22 ''' DAYA  ; odnosno ono što smo i trebali, ''' DAYA  . Konačno, ''DYA  je 
jednakostraničan. 
 
          Znamo  60'' DYA  i YA’=YD’.  Dokažimo sad da je YZDYXA ''  .  
 

Imamo,
2

'' ABZDXA   ( kao srednje linije trouglova AOF i DOE , respektivno). 

Zatim, znamo da YA’=YD’. Dokažimo da ZYDXYA ''  . Imamo redom: 
 

 AXA'   i   180'ZOD . 

YOAYAA ''    i )
32

(
23
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3

' 
 DOAYOA , pa 

22
' 

 YOA . 

Prema tome, 
22

' 
 YAA . Koristili smo činjenicu da je 

3
'' 
 DYA . Onda 
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 AODYOD  ;   

prema tome 
22

' 
 YOD . 

U stvari, YODYOA ''  ; to možemo videti i iz deltoida YDOA '' ! 

Dalje, 



2
90''' XAAAYAXYA . Slično,  

2
90)180(''' 

  YODOZDYZD . 

Znajući da je  180 , sledi  90
2

' 
YZD . Napokon, 

ZYDXYA ''  !  Sada lako sledi, '' YZDXYA   (XA’=ZD’, YA’=YD’ i  
 

'' YZDXYA   ). Iz te podudarnosti proizlazi:  YX=YZ  , te '' ZYDXYA  . 
 
Na kraju,  
 

'''''''' YDAZYDYZAXYAYZAYZAXYAXYZ  . 
 
Stoga, ''YDAXYZ  . Pokazali smo ranije da je  60''YDA .  Prema tome,  
 
znamo  60XYZ  i YX=YZ.  Zaključujemo, trougao XYZ  je  
 
jednakostraničan. Q.E.D. 
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2.3. Treći dokaz osnovne teoreme o propelerima 

(geometrijski dokaz) 
 
Dokaz se sastoji iz tri dela. 
 
          Prvi deo: Naći ćemo odgovarajući položaj trouglova OAB,OCD i OEF, tako 
da najlakše pokažemo da je trougao XYZ jednakostraničan. Takav položaj trouglova 
zvaćemo osnovnim položajem. 
 
          Za osnovni položaj trouglova OAB, OCD i OEF izabraćemo onaj položaj gde 
je  60FOADOEBOC , kao na slici 5. 

 

 
 

Specijalno, tada je mnogougao ABCDEF pravilni šestougao. 
 
Četverougao  BCDE je trapez i duž ZY je srednja linija tog trapeza. Kako je BE=2a 

i CD=a, sledi 
2

CDBEZY 
 , to jest 

2
3aZY  . 

 
Slično, XY i XZ su srednje linije trapeza FABC i AFED respektivno.Opet je FC=2a 

i AB=a; odnosno AD=2a i EF=a. Sledi, 
2

3
2

aABFCXY 


 ; odnosno 

2
3

2
aEFADXZ 


 .   Prema tome, pokazali smo da je XY=XZ=YZ ; trougao 

XYZ je jednakostraničan. 
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          Drugi deo: Neka su dati podudarni jednakostranični trouglovi OAB, OCD i 
OEF ; te neka su tačke X, Y i Z središta duži AF, BC i DE respektivno. 
Pretpostavićemo da je trougao XYZ jednakostraničan.( Na osnovu prvog dela 
dokaza, tako je , ako su trouglovi OAB, OCD i OEF u osnovnom položaju). 
Zarotirajmo sad jedan od tri početna trougla, dok druga dva ostaju fiksna. Recimo, 
zarotirajmo trougao OAB za ugao  , kao na slici 6. Trouglovi OCD i OEF ostaju 
fiksni, tačke A i B „pomeraju „ se u tačke A’ i B’ respektivno. Neka je tačka X’ 
središte duži A’F i Y’ središte duži B’C. Dokažimo da je trougao X’Y’Z 
jednakostraničan takođe. Drugim rečima, pokazujemo da osnovna teorema o 
propelerima važi za trouglove OA’B’,OCD i OEF, ako važi za trouglove OAB, 
OCD i OEF. 

 
 

Imamo, '' OBBOAA   ( OA=OB, OA’=OB’, )''  BOBAOA . Iz te 
podudarnosti sledi  '' BBAA  . 
 

Duž XX’ je srednja linija trougla FAA' . Odatle 
2

'' AAXX   i 'XX || AA’. 

 

Duž YY’ je srednja linija trougla CBB' . Odatle 
2

'' BBYY   i YY’|| BB’. 

 
Iz AA’= BB’ sledi XX’=YY’.   
 
          Dokažimo !'' ZYYZXX   Znamo da ZX=ZY  (pretpostavili smo da je 

XYZ jednakostraničan). Upravo smo pokazali da je XX’=YY’.  
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         Pokažimo još da je '.' ZYYZXX   Uočimo petougao ZNABM kao na slici  
7. 

 

 
Imamo .60 XZYNZM  Zatim, 'ZXXZNA   ( uglovi sa paralelnim 
kracima i oba oštri.) Dalje, '180 ZYYZMB  . 
















 

 60
2

90180'180 ABANAB , pa je 
2

150 
NAB . 

Slično,  

)
2

90(60 
 OBMABOABM ; 

pa je 
2

150 
ABM . 

 
Zbir unutrašnjih uglova u konveksnom petouglu je 540 . Prema tome : 
 

 540ZMBABMNABZNANZM . 
 
Posle uvrštavanja, sledi 

.540'180)
2

150()
2

150('60 





 ZYYZXX   

Odnosno, 
 540''540 ZYYZXX . 

 
Na kraju, dobijamo, '' ZYYZXX  . 
 
          Prema tome,  

 
'' ZYYZXX  ( ZX=ZY, XX’=YY’, '' ZYYZXX  ; stav SUS). 
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Iz zadnje podudarnosti, sledi '' ZYZX  , kao i '' YZYXZX  . No, onda 
 

 60'''''' XZYXZXZYXYZYZYXZYX . 
Proizlazi  60''ZYX . 
 
          S obzirom da je '' ZYZX   , te  60''ZYX , zaključujemo da je trougao 

''ZYX  jednakostraničan. To smo i trebali dokazati. S ovim smo završili drugi deo 
dokaza. 
 
          Treći deo: Neka su dati podudarni jednakostranični trouglovi OAB, OCD i 
OEF u proizvoljnom položaju.Neka su tačke X,Y i Z središta stranica AF, BC i DE 
respektivno. Dokažimo da je trougao XYZ jednakostraničan! 
 
          Polazimo od njima podudarnih jednakostraničnih trouglova OA’B’, OC’D’ i 
OE’F’ koji su u osnovnom položaju. Neka su tačke X’,Y’i Z’ središta stranica A’F’, 
B’C’ i D’E’ respektivno. 
 
          Na osnovu prvog dela dokaza, znamo da je trougao X’Y’Z’ jednakostraničan. 
 
          Rotacijom 1  preslikamo trougao OA’B’ u trougao OAB. Posmatramo  
trouglove  OAB,OC’D’ i OE’F’. Neka su tačke 11,YX  i Z’ središta stranica AF’, 
BC’ i D’E’.  Na osnovu drugog dela dokaza, trougao '11 ZYX  je jednakostraničan. 
 
          Rotacijom 2  preslikamo trougao OC’D’ u trougao OCD. Posmatramo  
trouglove OAB,OCD i OE’F’. Neka su tačke YX ,2  i 2Z  središta stranica AF, BC i 
DE’. Na osnovu drugog dela dokaza, trougao 22YZX  je jednakostraničan. 
 
          Na kraju, rotacijom 3  preslikamo trougao OE’F’ u trougao OEF. 
Posmatramo  trouglove OAB,OCD i OEF. Tačke YX , i Z  su središta stranica AF, 
BC i DE. Na osnovu drugog dela dokaza, trougao XYZ  je jednakostraničan.  

Q.E.D. 
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