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Osnovna teorema o propelerima

Jovan Mikié !

SaZetak. Asimetri¢na teorema o propelerima je jedna od najlep$ih teorema iz
geometrije u ravni. AsimetriCna teorema o propelerima sadrzi niz teorema. Prva
teorema o propelerima je takode poznata kao osnovna teorema o propelerima. U
ovom istrazivanju, dajemo tri razli¢ita dokaza osnovne teoreme o propelerima. Prvi
dokaz zasniva se na kompleksnim brojevima. Drugi dokaz je preko elementarne
geometrije. Tre¢i dokaz je takode geometrijski i, uz neSto napora, moze se iskoristiti
za dokazivanje svih generalizacija osnovne teoreme o propelerima. Postoji
mogucénost da su neki od ovih dokaza (po mom znanju) originalni.

Kljuéne reli: Asimetricna teorema o propelerima, osnovna teorema o propelerima,
kompleksni brojevi, jednakostraniéni trougao, elementarna geometrija

Abstract. Asymmetric propeller theorem is one of the most beautiful theorem in
plane geometry. Asymmetric propeller theorem contains a sequence of theorems.
First propeller theorem is also known as a basic propeller theorem. In this research,
we give three diferent proofs of a basic propeller theorem. First proof relies on
complex numbers. Second proof is via elementary geometry. Third proof is also of
geometric nature and, with some effort, it can be used for proving all generalizations
of basic propeller theorem. There is a possibility that some of this proofs (up to my
knowledge) are original.

Keywords and pgrases: Asymmetric propeller theorem, basic propeller theorem, complex
numbers, equilateral triangle, elementary geometry
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1. Uvod

Asimetri¢na teorema o propelerima poznata je i kao Bankoffova teorema, po
Leonu Bankoffu, ameri¢kom matematic¢aru i zubaru. O istoriji asimetri¢ne teoreme o
propelerima moZete pogledati u [1] i [4]. U ovom istraZivanju, bavimo se samo sa
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prvom ili osnovnom teoremom o propelerima. O generalizacijama osnovne teoreme
0 propelerima moZete pogledati u [2] i[3].

2. Oshovna teorema o propelerima
Neka su data tri podudarna jednakostrani¢na trougla AOAB, AOCD i

AOEF , koji imaju zajedni¢ko teme O . Neka su tacke, X ,Y i Z srediSta stranica
AF, BC i DE respektivno. Onda je, trougao XYZ jednakostrani¢ni trougao.

A
- Slika 1

2.1. Prvi dokaz osnovne teoreme o propelerima
(preko kompleksnih brojeva)

Neka su oznake kao na slici 2. Trouglove smo smestili u Dekartovom
pravouglom koordinatnom sistemu, tako da se tacka O poklapa sa koordinatnim

podetkom, te tatka A nalazi na x-osi. Neka su Z,,Z,,Z, kompleksni brojevi koji
su afiksi tadaka X , Y i Z respektivno. Zelimo da pokaZzemo

|Zx _ZY| :|ZY _Zz| :|Zx _Zz|;
odnosno
z, -2, =2, -7, =2« - Z,|".
U tom cilju koristi¢emo dobro poznate formule iz kompleksne analize,
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|z +w|2 = |z|2 +|vv|2 +Re(2zW) ;
kao i

|z —vv|2 = |z|2 +|w|2 — Re(2zW) .

Na pocetku imamo:

Lyt Z; 7 g+ L. i 7 Iyt
- ey T z = '

Z _b Lt
X 2 2 2

Na osnovu toga, sledi :
a, i, i) a, iz . a, i@l
Z, :E(e'°+e 3),ZY:E(e3+e'“)|ZZ:E(e 3 e,

Prvo,

2 i(p+Z 2 iC-a
|Zx|2=a7R6{1+ew 3)}, |ZY|2=a7Re{1+e(3 )}

2 i(a+2-
|Zz|2:a7Re{1+e( ; ’”}

Zatim,

ki
i p+—a

_a2 3 L aia | qif i[ 3 J
Z, 7, = € +€ " +e" +¢€
X <y 1
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— 32 [E—ﬁJ u |
ZY Zz =T e e’ +e 3 4e'@h
2 . 7]
e a —i(a+=) _ i
Zy Z:Te S pe P yelh Les

Koristimo formulu: Z, —Z,|* =[Z,|" +|Z,|" ~Re(2Z Z,). Posle sredivanja,
dobijamo:

2 a2
Zy -2, :7Re(81),
gde je
i(B+5) iC-a) it . ) i(B+5-a)
S,=2+e 3 +e 3 -—e d-e-el-e 3.
Sli¢no,
2 a2
z, -7, :7Re(82),
gde je
iC-a)  ilerT-p) 0 0G-p AT
S,=2+e3 +e 3 —e-g3 —g 3-_gh
Kaoi
2
2 a
Zy -7, :7Re(83),
gde je

. T . T . T .
S,=2+4e 3 e e g g g gl

Da bi pokazali |Z, —ZY|2 =|z, —ZZ|2 potrebno i dovoljno je da pokazemo
Re(S;) =Re(S,) ili stojeisto Re(S, —S;) =0.

Re§, —S)=
iCa  ie-p o iCH A
ReEZJre 3S4e 3 —gve? g3 P

. T, . T LT . T
{2+e'(ﬁ45) 1o g g _gb —e'(ﬁ?ﬂ)})
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Re(S,-S,) =
Re{e'(%_ﬁ) —gle?) ] - Re{e'(3_ﬁ) ] - Re{e'(ﬁﬁ) ] +Ree”)+ Re{e'(ﬁ?_a) ]

Uocavamo da ,

. T
Re(el(a+3_ﬁ) _ei(a_ﬁ) j —

cosix +% —p)—cos—p) =

cosg)cos(x— B) —sin(%)sin(a— B)—cos—p) =
. T

—cosg)cos@z—ﬂ) —sm(§)sm(a—ﬂ) =

~cosC ~(a—p))=

—cos(ﬂ+% —a)=

i(ﬁ%—a)

—Ref )

Stoga,

i(atZ-p) i(p+E—a)
Re(e 3 —e"“‘ﬁ)J:—Re(e 3 J

Uvrstavanjem, dobijamo:

Re(S, -S))=- R{ei(ms_a) J - Re(ei(3_ﬁ) J - Re(ei(ﬁ+3) J + Re(e‘ﬁ )+ Re(ei(ﬁ+3_a) }

pa

T

Re(S, —S,) =- Re(ei%_m J ~ Re(eiw+3) J +Rele” ).

Dalje,
Re(S, -S,) = —cos(% -pB)— cos(% + )+ cos(B)
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Re(S, -S)) =

- cos(%) cos(f) —sin(%) sin(f) - cos(%) cos(f) + sin(%)sin( B) + cos(B)

Re(S, -S;)=-2 cos(%) cos(fB) +cos(fB)

Re(S, —S,) =—cos(B) +cos(B) =0.

Konaéno, dobili smo Re(S, —S,) =0, odnosno Re(S;) =Re(S,).
2 2
Obzirom da je |Z, -Z,|’ :a?Re(Sl) :a?Re(Sz) =z, -z,|’, proizlazi

1z, -2, =|Z, -7, ili, &to je ekvivalentno, |2, —Z,|=Z, ~Z,].

Dokazimo jos [Z, —Z,|" =|Z, —Z,|". Da bismo to uradili potrebno i dovoljno je
pokazati da Re(S,) = Re(S;) ili Re(S,-S,)=0.

Re@; -S,)=

. V4 . V4 . V4 T
Re({Z rel'd 1o BT oY i gt _g's } -

4 o it iz
|:2+e|(3—a) +e|(a+§—ﬁ) —e_ia _el(g—ﬁ) _e—lg _ei(a—ﬁ) :|)

Re(S; -S,) =

.

., T
e _githa) _g's _ oG

i(Z-p)

i(ﬁ+%) —i(a+§) —ia 3 ‘i% i(a=p)
e —e - +e“+e +e 3+e )

Re(

Re(S;-S,) =

T
a+—
3

{Re(ei(m:)) + Re(ei(%_ﬁ)) - Re(e“ﬁ)} + {Re(e“”‘) - Re(e_i( J) - Re(ei(z_aJ +

[Re(ei(a—ﬁ)) _ Re(ei(ﬁ—a))]+ {Re(e-i’;) ~ Re(eiz)}
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Re(S;-S,) =
[cos(ﬁ + %) + cos(% -pB)- cos(ﬁ)} + [cos(—a) —cos(—(a + %)) - cos(% - a)} +

[cos(a — B) — cos(B — )]+ [cos(— %) - cos(%)}

Re(S;-S,) =
[cos(B)—cos(B)]+[cos(e) —cos(a)] +

[coga—p)—coda—p)] J{cos(g )—cos(z)}

Konaéno, pokazali smo Re(S; —S,) =0, odnosno Re(S,) = Re(S,).
S obzirom na

2 a’ a’
|ZY _Zz| :7Re(82) :7Re(83) :|Zx -Z,

|2
proizlazi
|ZY _ZZ|2 =|Zx _ZZ|2
ili, Sto je ekvivalentno, da je
Z,-Z,|=Z, -Z,|.
Pokazali smo |Zy —Z,|=|Z, —=Z,|, kao i |Z, —Z,|=|Zyx —Z,|. Sledi,
trougao XYZ je jednakostrani¢an. Q.E.D.

2.2. Drugi dokaz osnovne teoreme o propelerima
(preko elementarne geometrije)

Neka je ugao ZBOC =« , ugao ZAOF =y iugao ZDOE = . Neka je
taCka A’ srediSte duzi OA, a tacka D’ srediSte duZi od duzi OD ; kao na slici 3.

(]
=
)
¢
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Da bismo dokazali da je trougao XYZ jednakostrani¢an, dokaza¢emo da je YX=YZ
,kaoidaje ZXYZ =60°.

Prvo ¢emo pokazati da je trougao YA’D’ jednakostranican.

Cetverougao ABCD je tetivan i AB=CD. Iz elementarne geometrije, poznato je da je
onda ABCD jednakokraki trapez. Stoga, BC || AD.

S druge strane, duz A’D’ je srednja linija trougla OAD, pa A’D’|| AD.

Sledi, A’D’ || BC. Cetverougao BCD’A’ je trapez i to jednakokraki , jer je
BA’=CD’(visine podudarnih jednakostrani¢nih trouglova)

Iz ABYA'~2 ACYD' (BA’=CD’,BY=CY i LYBA'= ZYCD") sledi YA’=YD’. Jo3
treba pokazati da YA’=A’D’.

Uglovi ZBA'D' i £ZYOA' su uglovi sa normalnim kracima. Kako su oba ostri,

sledi
/BA'D'= ZYOA'. Uogimo sliku 4.

P
0N Ul
N L] /
\ S
|
|
: ) Slika 4
B G
Imamo AMA'O ~AA'BN .Sledi ﬂ:O—A odnosno A'M :O—A- BN . Dalje,
BN BA' BA'
oA
AM=—2 _.BN= AM =N i BN = AM+/3. Kakoje A'D'=2A'M .
0AV3 NE]
2

NE

dobijamo BN:A'D'T. Uoimo li  pravougli trougao YMA’,

YM =BN =A' D'?. Primenom Pitagorine teoreme u trouglu YMA', sledi
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J3., AD',

YA?=YM?*+MA?.  Dalje, YA?=(AD-— ) (—) Dobijamo,

YA'? = A'D"*; odnosho ono &to smo i trebali, YA A'D'. Kona¢no, AYA'D' je
jednakostranican.

Znamo «YA'D'=60° i YA’=YD’. Dokazimo sad da je AA'YX = AD'YZ.

Imamo, XA'=ZD'= % ( kao srednje linije trouglova AOF i DOE , respektivno).
Zatim, znamo da YA’=YD’. Dokazimo da ZYA'X = ZYD'Z . Imamo redom:

/XAA=y i /OD'Z =180°-f.
ZAAY =7 — ZOA'Y |LOAY—§+LOA'D' §+E_(g %),pa

LoAY =% %
2 2

Prema tome, ZAA'Y = % +% . Koristili smo ¢injenicu da je ZYA'D'= % . Onda

20D'Y =% 4+ LOD'A'= —+(___):£_2.

3 6 2 2 2
prema tome ZOD'Y :__2'
2 2

U stvari, ZOA'Y = ZOD'Y ; to mozemo videti i iz deltoida OA'D'Y !
Dalje, ZYA'X = ZYA'A+ ZAA' X =90° +%+ y . Sli¢no,

/ZZD'Y = £ZD'0O + £0OD'Y = (180° - B) +90° —% :
Znaju¢i da je a+ [B+y=180°, sledi £ZD'Y :%+ y +90°. Napokon,
ZYA'X = ZYD'Z ! Sada lako sledi, AXYA'= AYZD' (XA’=ZD’, YA’=YD’ i
ZYA X = £ZYZD'"). Iz te podudarnosti proizlazi: YX=YZ ,te ZXYA'=ZZYD".
Na kraju,
IXYZ = ZXYA+ZANZ = LZAYZ + LXYA= LAYZ + £ZYD'= ZA'YD'.
Stoga, £XYZ = ZA'YD'. Pokazali smo ranije da je ZA'YD'=60°. Prema tome,
znamo £XYZ =60° i YX=YZ. Zaklju¢ujemo, trougao AXYZ je

jednakostrani¢an. Q.E.D.
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2.3.Tre¢i dokaz osnovne teoreme o propelerima
(geometrijski dokaz)
Dokaz se sastoji iz tri dela.
Prvi deo: Naci ¢emo odgovarajuéi polozaj trouglova OAB,OCD i OEF, tako
da najlakSe pokaZzemo da je trougao XYZ jednakostrani¢an. Takav poloZaj trouglova

zvacemo osnovnim polozajem.

Za osnovni polozaj trouglova OAB, OCD i OEF izabra¢emo onaj poloZaj gde
je ZBOC = #ZDOE = ZFOA = 60°, kao na slici 5.

Slika 5

Specijalno, tada je mnogougao ABCDEF pravilni Sestougao.

Cetverougao BCDE je trapez i duz ZY je srednja linija tog trapeza. Kako je BE=2a

i CD=a, sledi ZY :@ , to jest ZY :37&.

Sliéno, XY i XZ su srednje linije trapeza FABC i AFED respektivno.Opet je FC=2a
FC+AB 3a

i AB=a; odnosno AD=2a i EF=a. Sledi, XY = — = 7; odnosno
XZ = % = 3?&. Prema tome, pokazali smo da je XY=XZ=YZ ; trougao

XYZ je jednakostrani¢an.
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Drugi deo: Neka su dati podudarni jednakostrani¢ni trouglovi OAB, OCD i
OEF ; te neka su tacke X, Y i Z srediSta duzi AF, BC i DE respektivno.
Pretpostavicemo da je trougao XYZ jednakostrani¢an.( Na osnovu prvog dela
dokaza, tako je , ako su trouglovi OAB, OCD i OEF u osnhovhom poloZaju).
Zarotirajmo sad jedan od tri poéetna trougla, dok druga dva ostaju fiksna. Recimo,
zarotirajmo trougao OAB za ugao A, kao na slici 6. Trouglovi OCD i OEF ostaju
fiksni, tatke A i B ,,pomeraju ,, se u tacke A’ i B’ respektivno. Neka je tacka X’
srediSte duzi A’F i Y’ srediste duzi B’C. Dokazimo da je trougao X’Y’Z
jednakostrani¢an takode. Drugim refima, pokazujemo da osnovna teorema O
propelerima vaZi za trouglove OA’B’,0CD i OEF, ako vaZi za trouglove OAB,
OCD i OEF.

_ L n
7\ R—--a"
R SRR A\
/ [N
/s \ 4 Y o\
/ .l_/ _/\\ \
/ AN\ AR AR A
F ‘\‘ //\ / A\Y \ XAUA=XBUD=0
N~/ \/ W\ _ . o
N\ >~ \4 oo\ Tatka N je presek pravih XZ | AA'

Tatka M je presek pravih A'B' i ZY

Slika 6

Imamo, AOAA'= AOBB' (OA=0B, OA’=0B’, ZAOA'= ZBOB'=A). Iz te
podudarnosti sledi AA'= BB'.

Duz XX’ je srednja linija trougla AAA'F . Odatle XX':% i XX'|| AA’.

DuZ Y'Y’ je srednja linija trougla ABB'C . Odatle YY'= % iYY’||BB’.

Iz AA’= BB’ sledi XX’=YY".

Dokazimo AZXX'= AZYY'! Znamo da ZX=ZY (pretpostavili smo da je
AXYZ jednakostrani¢an). Upravo smo pokazali da je XX’=YY”.
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Pokazimo jos da je ZZXX'= ZZYY"'. Uo¢imo petougao ZNABM kao na slici

Imamo ZNZM = ZXZY =60°. Zatim, ZZNA = ZXX" (‘uglovi sa paralelnim
kracima i oba ostri.) Dalje, Z/ZMB =180°—- ZZYY".

ZNAB =180° - ZA"'AB =180° — {(900 —%) - 600} , paje ZNAB =150° +% .
Sli¢no,
ZABM = ZABO + ZOBM = 60° + (90° —%) ;

paje ZABM =150° —%.

Zbir unutrasnjih uglova u konveksnom petouglu je 540°. Prema tome :

ZNZM + ZZNA + ZNAB + ZABM + ZZMB = 540°.

Posle uvritavanja, sledi
60° + ZZXX'+(150° + %) + (150° - %) +180° — ZZYY '=540°.

Odnosno,
540° + LZXX'-ZZYY '=540°.

Na kraju, dobijamo, ZZXX'= ZZYY".
Prema tome,
AZXX'= AZYY'(ZX=2ZY, XX'=YY’, LLXX'= LZYY"; stav SUS).
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Iz zadnje podudarnosti, sledi ZX'=ZY", kao i ZXZX'=ZYZY". No, onda

IX'ZY'= LX'ZY + LYZY '= LX'ZY + LXZX'= ZXZY =60°.
Proizlazi £X'ZY '=60°.

S obzirom da je ZX'=ZY" ,te ZX'ZY'=60°, zaklju¢ujemo da je trougao
AX'ZY" jednakostrani¢an. To smo i trebali dokazati. S ovim smo zavrSili drugi deo
dokaza.

Tredi deo: Neka su dati podudarni jednakostrani¢ni trouglovi OAB, OCD i
OEF u proizvoljnom poloZaju.Neka su ta¢ke X,Y i Z srediSta stranica AF, BC i DE
respektivno. Dokazimo da je trougao XYZ jednakostranican!

Polazimo od njima podudarnih jednakostrani¢nih trouglova OA’B’, OC’D’ i
OE’F’ koji su u osnovnom poloZaju. Neka su tacke X*,Y’i Z’ sredista stranica A’F’,
B’C’ i D’E’ respektivno.

Na osnovu prvog dela dokaza, znamo da je trougao X’Y’Z’ jednakostrani¢an.

Rotacijom A, preslikamo trougao OA’B’ u trougao OAB. Posmatramo
trouglove OAB,OC’D’ i OE’F’. Neka su tacke X,,Y; i Z’ sredista stranica AF’,
BC’ i D’E’. Na osnovu drugog dela dokaza, trougao X,Y,Z" je jednakostrani¢an.

Rotacijom A, preslikamo trougao OC’D’ u trougao OCD. Posmatramo
trouglove OAB,OCD i OE’F’. Neka su tacke X,,Y i Z, srediSta stranica AF, BC i
DE’. Na osnovu drugog dela dokaza, trougao X,YZ, je jednakostranican.

Na kraju, rotacijom A, preslikamo trougao OE’F’ u trougao OEF.
Posmatramo trouglove OAB,OCD i OEF. Tacke X,Y i Z su srediSta stranica AF,

BC i DE. Na osnovu drugog dela dokaza, trougao XYZ je jednakostrani¢an.
Q.E.D.
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