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O JEDNOJ TEOREMI ZA PRAVILAN PETOUGAO

(About one theorem for the regular pentagon)

Dragoljub Milo$evi¢' i Aleksandar Sredojevi¢?

Sazetak. Dajemo jo$ dvanaest dokaza teoreme o pravilnom petouglu iz [1].
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teorema, sinusna i kosinusna teorema, Molvajdove formule.

Abstract. We give twelve new proofs of a theorem for the regular pentagon in [1].
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U [1] je dato jedanaest dokaza sljedeceg teorema:
Teorem. U pravilnom petouglu stranice a i dijagonale d vrijedi jednakost
d a
———=1. *
~ ()

Ovdje dajemo jo$ dvanaest raznih dokaza ovog teorema.

Dokaz 1. Petougao ABCDE je pravilan (slika 1). Njegov unutrasnji ugao ZABC je
jednak 108°, pa je u jednakokrakom trouglu ABC (AB =BC= a):
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/BAC = /ABC = (180" 108" ):2=36". S obzirom da je a=2Rsin36" i
d = 2Rsin108° (R - polupreénik kruznice opisane oko datog petougla, a samim tim
sin108°  sin 36°
sin36°  sin108"

i oko AABC), jednakost (*) je ekvivalentna sa =1,tj.sa

sin?108° —sin?36° =sin 36° -sin108°, (1)

Koristenjem trigonometrijske identi¢nosti
sin? x—sin?y =sin(x+y)-sin(x-y), (x,yeR)
dobijamo
sin®108° —sin® 36" =sin (108" +36° )-sin (108" — 36° )
=sin144°sin 72"
Kako je sin (180° - a): sin a , iz posljednje jednakosti slijedi
sin?108" —sin?36° =sin (108" —36°)-sin (108* —108°)

=sin36°sin108° , . (1).

a a

Slika 1 Slika 2

Dokaz 2. S obzirom das u stranica a i dijagonala d pravilnog petougla ABCDE
elementi jednakokrakog trougla ABCsa uglom pri vrhu od 108°, to nadalje
mozemo razmotriti taj trougao (slika 2). Na stranici CAodredimo tacku F tako da
je AF=a, paje CF=d-a. Trougao ABF je jednakokraki (AF =AB = a),
Sto znai da je ZAFC = Z/ACF =(180° —36°):2=72". Takoder, i ABCF je
jednakokraki, zhog ZBCF = ZFBC =36°. Zbog toga je BF =CF =d —a.

Primjenom kosinusne teoreme na AABCi ABCF imamo
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BC® = AB? + AC? —2AB- AC-cog /CAB
BF? =BC? +CF* —2BC-CF-coq #/BCF),
ili
a’=a’+d’—2adcos36°

(d-a)’ =a’+(d-a)’ —2a(d —a)cos36°,

odakle je
2c0s36° :9 i 2c0s36° :L.
a d-a
1z posljednje dvije jednakosti slijedi
E:L: d(d —a)=a?
a d-a
—=d*-a’=ad /:ad

:9—3:1, g.e.d.
a d

Dokaz 3. Odredimo tacku F kao u prethodnom rjeSenju (slika 2). Trouglovi ABC i
BCF imaju jednake uglove, pa su sliéni. Na osnovu te sli¢nosti imamo

AC:BC =BC:CF, odnosno d:a=a:(d-a). Odavde je d(d—a)=a?, ili
d’®—a”=ad . Dijeljenjem lijeve i desne strane posljednje jednakosti sa ad
dobijamo traZenu jednakost (*)

Dokaz 4. Najprije odredimo ta¢ku F kao u dokazu 2, a potom konstruisemo
polupravu Ap paralelno sa BF . Njen presjek sa pravom CB obiljezimo sa P

(slika 3). Tada ybog AP|BF, imamo /BPA=/FBC=36". Kako je
/ABP=180"-108"=72° i /BPA=36°, u trouglu APB je
ZBAP =180" — (72" +36°)=72". To, pak. znaci da je AAPB jednakokraki. |
AAPC je jednakokraki (Z/CPA = Z/PCA =36"), paje AP=AC =d =BP.

Koristi¢emo Molvajdove formule

a-p . a—pf
aer_cos 5 | a_b_sm 5
¢ sinZ ¢ cosZ
2 2

gdjesu a,b,c stranice i a, B,y unutradnji uglovi proizvoljnog trougla ABC.
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Primjenom prve formule na AAPB (slika 3), imamo

72° - 36°
d+a 2 _cosl®
d 72 sin36°

a primjenom druge formule na AABC:

sin 108° - 36°
d-a 2 _sin36°
a 36° cos18° "
cos——
Tada je
d+a d—a cosl8 sin36° d?-a’
S R “1= -1
d a sin36° co0s18° ad

:9—3:1, g.e.d.
a d

Dokaz 5. Odredimo ta¢ku P kao u dokazu 4 (slika 3). Primjenom Stjuartovog
teorema na AAPC dobijamo

CP-(CB-BP+AR)=CA BP+AP*-BC = (a+d)-(ad+a’)=d?-d+d’-a
= (a+d)ad+a*)=d*(d+a) /:(a+d)
= ad +a’ =d?,itd,

Dokaz 6. Tacke F i P odredimo kao u dokazu 4 (slika 3). S obzirom da je
PA|BF , mozemo primjeniti Talesov teorem:

AF :FC =PB:BC,ili a:(d —a)=d : a. Odavde lako dobijamo trazenu
jednakost (*)

Dokaz 7. Koristicemo sljede¢u lemu (pomo¢ni teorem) iz [2]: Ako je u trouglu

ABC a=2f,ondaje a* = b(b+c). Na osnovu te leme primijenjene na AABF
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(slika 2) je AB? = BF(BF + AF) ili a® =(d —a)(d —a)+a),tj. a? =(d —a)d
. Odavde lako dobijamo jednakost (*)

Dokaz 8. Tactku P odredimo kao u dokazu 4 (slika 3). Trouglovi ABC i APC
imaju jednake uglove pa su sli¢ni. Zbog toga je AC:AB=CP:AP il
d:a=(a+d):d. Otudaje d*> =a’ +ad, odnosno d? —a” = ad , odakle slijedi
trazena jednakost (*)

Slika 3 Slika 4

Dokaz 9. Odredimo tacku F kao kod dokaza 2, pa produzimo duz FB =d —a do
tacke Q tako da BQ = a. Na bazi Stjuartovog teorema imamo:

FQ-(FB-BQ+AB’ )= AF?-BQ+AQ’ - BF =d((d —a)a+a?)=a’-a+d?(d—a)
—ad?’=a’+d%®-ad’
—0=(a®-ad?)+(d? —adz)
—0=ala?-d?)+d
:>0:—a(d—a)(d+a) ( ~a)/:(d-a)
=0=-a(d +a)+d2
/

—ad=d?-a* /:(ad)
d a

l1=—-—, ged.
a d 4

Dokaz 10. Tacke F i Q odredimo kao kod prethodnog dokaza (slika 4). Kako je

/FAB = ZBAQ =36", prava AB je simetrala unutraSnjeg ugla FAQ u AAOB,
pa moZzemo primijeniti teorem o simetrali unutradnjeg ugla za ovaj trougao:
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FB:BQ=AF:AQ, odnosno (d —a):a=a:d.
1z posljednje jednakosti lako dobijamo trazenu jednakost (*)

Dokaz 11. Najprije odredimo tacku F kao kod dokaza 2 (slika 5). Neka prava
koja sadrzi tatku F i paralelna je sa BC sije¢e stranicu AB u tacki E. Tada je
/AFE = ZFAE = /BCA=36", pa je AAEF = ABCF (pravilo USU). Zbog toga
je AE=CF =d-a, to zna&i da je BE=BA-AE=a—(d-a)=2a-d. Na
osnovu Talesovog teorema je AF : FC = AE : EB ilia:(a—b)=(d —a):(2a—d).
Odavde je a(2a—d)=(d —a)’, odnosno 2a® —ad =d?* —2ad +a?, tj.

ad =d? —a”. Nakon dijeljenja sa ad iz posljednje jednakosti implicira trazena
jednakost (*)

a a

C d—a Fa—d/2 H d/2

Slika 5 Slika 6

Dokaz 12. Odredimo tatku F ( v.dokaz 2). S obzirom da je dati trougao ABC
jednakokraki, podnozje H njegove visine BH je srediSte njegove osnovice CA

(slika 6). Zbog toga je AH =HC :% i FH :CH—CF:%—(d—a):a—%.

Primjenom Pitagorinog teorema na pravougle trouglove BFH i ABH dobijamo
BH?=BF?-FH? i BH?* = AB* — AH?, odakle je BF* —FH? = AB* — AH?,

d Y’ d)’
ili (d—a)’ _(a_Ej —a’ _(EJ . Odavde je
2 2
d2—2da+a2—(a2—ad+d7j:a2—7:>d2—ad:a2

—=d?-a’=ad

:9—3:1, g.e.d.
a d
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