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KoMmimieMeHTapHe HejeTHAKOCTH
HejeTHAKOCTH TPOYIJia

Masiae M. Munuuh'

Caxerak. Vctuue ce 3Haua] Hejeonakocmu mpoyeia 3a TEINOKYIHY MaTeMaTHKY.
VYka3yje ce Ha Apyre HEjeIHAKOCTH KOje Y OCHOBHM CBOI' Jj0Ka3a MMajy HeEjeaHaKOCT
Tpoyrna.MHore oo BUX IIOTHYY OA CpICKUX MaTreéMaTrhudapa, MTO C€ BHIU Y
Murpunosuhesum kmurama [7], [8], [9]. Jaje ce moceban nmpukas KomniemMeHmapHux
HejeOHaKocmu HejedHaKocmu mpoyend.

Kibyune peun: Xuirbepmosa axcuomamura, Koimozopesmwesa axcuomamuxa,
HejeOHaKocm mpoyaia, KOMIIeMeHMAapPHAa HejeOHaKoCm mpoyaia

Heka ocHoBHa TBphemwa eyknuacke reomerpuje (E/) HUJe jeTHOCTaBHO
nokaszatu nomohy XunbeproBux akcuoma (XA). Ha npumep, yBohemwe mojama
oyxcune Oyycu U TI0jaM Mepe y2ia je TSKaK 3aJaTaK, y HaCTaBU I'€OMETpHje U
Ha MaTeMaTH4KuM (akyliTeTuMa, a Ja HE TOBOPHM Y CPEAHOLIKOJICKOM
JeyKTUBHOM H3Jlaramy reoMeTpuje. A, jour eileMeHTapHHja TBphema, Ha
KojuMa mouuBajy Hajsehu neo nmexaykuuja (EI) HUje jeIHOCTaBHO JI0Ka3aTU
nomohy XwiOepToBUX akcMoMa, a Ja Joka3 Oyae JlaKk W pa3yMJbHB 32
cpenmonikoine. TakBa cy Ha mpuMmep TBphema: er3ucTeHIuja Tauke uzmely
IBe narte Tauke (MpUTOM, HemMamo AepUHULIU]y TIojMa ,,0umu usmely oOee
mauke), er3uUCTCHIIN]a cpeduuima Oyxycu, TBpHEHE Na CYy Hpasu y2nosu
MelyycoOHO moaynapHu, TBphewme 0 Hejednakocmu mpoyena v pyra TBphema
3aTo ce OHA y HACTaBU CPEJHhE IIKOoJe OOMYHO MPETIOCTaBIbajy KAao MO3HATa U
He 70Ka3yjy ce. Eyknua je Heka o1 0BUX TBphemwa y3MMao Kao aKCHOME a HeKe
je nokasuBao.Ha mpumep, n1oka3uBao je TBphewme 0 HejeHAKOCTH Tpoyria. 3a
J0Ka3 OH je Kopuctuo cieneha TBphema (y HammM yuOeHHUIIMMA ce M cajaa
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KOPHUCTH OBa cxema Joka3za): 1) Crospammu yrao Tpoyria je Behu ox Ouino kor
HecycenHor yria, 2) Hacripam Behe ctpane nexu Behu yrao, 3) Hacipam Beher
yria nexu Beha crpana. A cBa oBa TBphema y CaBPEMEHOM JEIYKTUBHOM
3aCHUBAbY TEOMETPHjE Ce JI0Ka3yjy Ha OCHOBY aKCHOMa, Ma CE TEIIKO J0JIa3u
0 TpaBoOr JoKa3za. 300r HeMOryhHOCTH Ja ce eyKIHJICKa TeoMeTpHja y
CpedUM IIKOJaMa JCAYKTHBHO 3acHyje Ha OocHOBama XA, METOoAWYapH U
nejaro3n maremaruke, y ouBmem CoBjeckoMm CaBe3y, Cy y IpYroj MOJIOBHHH
ZIBAJIECETOT BEKa, HAIMCAJM BHIIE HAMEHCKHUX CPEIEOIIKOJICKUX YIOCHUKA Y
KOjUMa Ce HaBOJIE U MOCEOHN cucTteMu akcuoma El’, Koje MOTy OMTH OCHOBE 3a
NETYKTUBHO YCBajame ocTtajor rpaauBa u3 El. [lpBu TakaB cucteM akcuoma
notnue o1 A.H. Konmoroposa®. OH IyXHHY Ty’KH Y3HMa Ka0 OCHOBHH MOjaM a
TBphewe HEJeTHaKOCTU Tporja je akcuoma (BUAETH, Ha npumep [15]).

On cBux moOpojanux rope ocoduna E/” o1 moceOHOT je 3Havaja TBpheme
0 HejeqHAKOCTH Tpoyriaa (jeona cmpanuya mpoyena nuje eéeha o0 36upa
opyze 06ée cmpanuye. To BaXu M 3a Jy)KMHE CTpPaHMIA: ako ¢y a,b m C
JTy)KWHE CTpaHUIla TPOyTiia OHA je
(*) a<b+cAab<La+cAnc<a+b.

Baxku 1 06paTHO: 3a TpH IyKH 4uje cy nykune @,b,c xoje ncnamanajy
TOPHH YCIIOB MOCTOJH TPOYrao 4Hje Cy CTPAHHUIIEC T€ TY>KH.

Hejemnakoct Tpoyria je jemHa o4 HWHTYHTHBHUX OCOOMHA IojMa
pactojama u3Mely nBe Tauke. Ha memy ce 3acHMBa Hama WHTYUTHBHA
npezacTaBa o Hajkpahem pacrojamy u3Mehy nBe Tauke, o Hajkpahem pacrojamy
jenHe Tadke o oApeheHor ckyma Tauyaka, O OPTOrOHAJHOCTUMA Y Pa3HUM
ariCTpaKTHUM IpocTopuMa (Ha MpuMep, y HOpPMHpaHOM mpocTopy). OBo
TBpheme je KOpHCTHO jomn AXwMesn KaJ je Hu3padyyHaBao OYKUHY JIyKa
napabosie. MehytuMm, y HacTaBu cpAme LIKOJE, HE UCTHYE CE JOBOJHHO 3HAYa]
oBor TBphemwa, Tako J1a, ¥ JAaHac, MHOTU YYMHUIM HE 3HAjy 3alITO je JyKUHA
nyXu Hajkpahe pacrojame n3Mmel)y KpajHUX Tadaka T€ Jy>KH, 3aIlTO je Jy>KUHA
Kpy>KHOT nyka Beha o1 ny>xuHe oaroBapajyhe TeTuBe UT/.

Hejegnakoct Tpoyria ce 4ecTo IUPEKTHO KOPHUCTU (TIOTOTOBY H-EHE
MOCJIeUIIe) MPU pelllaBalkby pa3HUX 3a/JaTaka U3 TeoMeTpHje ma U (PHU3UKeE.
HaBenumo jenan no6po mo3nat mpumep: Ca jeqHe cTpaHe peke V' Hamaze ce

nBa cena, ceno A u ceno B . Hahn mecto Ha oGanu peke rjie Tpeba 0CTaBUTH
nyMIy koja he Hamajatu BojoM 00a cela ajy Jia Ty)KHMHa YKYITHUX BOJIOBOJIHUX
1eBU Oylle MMHHMMaiHa. Pemieme TOT 3a/aTKa AUPEKTHO KOPUCTH HEjeTHAKOCT
tpoyrna.To je tauka E, Bumeru ciauky, (BF = FC, BF 1 FC). OBum

peliemeM ce o0jalimbaBa 3aK0H 0J01jamka CBETIOCTH O] Orieana.

2 (1903 —1987)
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Hamomennmo 1a je o HejeqHAKOCTH TpOyTia pachpaB/ba0 M HaIll
nosHatn Marematimaep M. Ilerposuh’. V pymynckom wacommcy Bulletin
Mathématique de la la Société Roumaine des Sciences4, tom 40, oH je mo6mo
y3TpEeHH pe3ynrtaT: AKo Ccy a,b,c Ly)KHHE O]l KOJUX C€ MOXe 00pa3oBaTH

TpOyrao, oHja je

3 <2 4 b +—< <2
2 b+c a+c a+b
OBaj pe3ynTar cy KacHHMje HEeKH MaTeMaTH4apy YONIITUIN Ha M — TOyrao.
Konuku je 3Ha4aj y MmaTeMatuny TBpheme HejeAHAaKOCTH TPOyria
rOBOpE MHOT'€ HE€rOBE MOCIEANIIE.
[Tomohy HejeaHaKOCTH Tpoyrjia J0Ka3yje ce TBpHEewme Y T€OMETPHjU:
Jenna ctpana Tpuenpa (6110 Ja ce paau O CTPaHU Kao Jelly paBHU WUJIH C€ paau
0 HETOBOj MEPH, MEPH yTJIa) je Marma WK jelHaKa O] Ipyre 1Be cTpaHe a Beha
0J1 pa3JIMKe JpYyre IBe CTpaHe.
Hejennakoct Tpoyria je jemHa oJ OCHOBHM HEJETHAKOCTH y TEOPHJH
peanHux OpojeBa, TBpheme: 3a cBe peanHe Opojse @& u b saxu
a+ B < ||+ b
(anconymmua epeonocm 36upa 0ea peanna opoja nuje eéeha 00 36upa
ancoaymuux epeonocmu mux opojeea).
TBpheme Baxku 3a Ou0 KOju KOHa4aH Opoj cabupaka, a y oapeheHum
cllyyajeBMMa, U 3a OeCKOHaYHU Opoj cabupaka.
OBo TBphemwe ce JaKko J0Kazyje ako ce KOpUCTH cieneha nedpuHunMja
arcoJIyTHE BPEJHOCH

’ Muxajno Ierposuh (1868. -1943.)
* http://www.rms.unibuc.ro/bulletin/
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x, x>0
‘x‘::xsgnxz 0,x=0 -
—-x,x<0

(la + b| = (a + b)sgn(a + b) = asgn(a + b) + bsgn(a + b) < |a| +|b|)

OBa HejegHAKOCT (HEJeTHAKOCT POYIJIa) BaXXKH M 332 MOIYJIEC KOMIICKCHUX
OpojeBa, 3a MHTE3UTETE BEKTOpa, 3a HOPME BEKTOpa y HOPMHUPAHUM
MIPOCTOPUMA UTN.

[Ipema HejeqHAKOCTH TPOYTIIA, 32 peanHy QyHKIH]Y f(x) = ‘ x‘ BAXKH
HEJeTHAKOCT

at+b. _ fla)+ f(b),
AGa B >

Oryma motude T3B. JeHceHOBa® ne(MHMIMja KOHBEKCHHX (DYHKIH]a.
Mu 06MYHO KakeMo Jia je TO KOHBEKCHa (yHKIIH]a ,,Ha T0JIe", jep c€ KOPUCTH U

1mojaM KOHBEKCHE (pyHKIIH]je f ,Ha rope* nepuHMCaHe ca

f(‘”bjz f(");f(b), a,beD,.

2

A ca KOHBEeKCHMM (yHKITHjaMa ITOCTOJH BEOMa MHOTO CYNITHJIHUX HEJeTHAKOCTH
KOje c€ KOPHUCTE y pealHOj MaTeMaTHuKo] aHaiau3u. Ha mpumep, 3a KOHBEKCHY

dynkuujy ( Ha rope), f (x) =log x , Baxu
log(a;b) , loga -;— log b . (ab>0).

OpnaBae n00MjaMO OJTHOC TEOMETPUJCKE M aPUTMETHYKE CPEMHE 32 peaHe
OpojeBe

“;”zm

(apuTMmeTHUKa cperHa HUje Beha 0/1 reOMETpHjCKe CpeMHE MO3UTUBHUX
OpojeBa).

JloOpo cy mo3HaTa MHOTa yONIITEeHa OBUX HEjeTHAKOCTH KOj€ Y OCHOBU
KOpHCTe HejenqHakocT Tpoyria. Y moHorpaduju ox . C. MnTpmlomlha6 uJd.
E. Ieuapuha’ ,Hejeanaxoctu u nHopme*,1991. ([9]) npBo u tpehe moriapme
nocseheHo je HejenHakocTH  Tpoyria. Hamomenumo J1a  je  T3B.
Mumpunosuhesa wikona, 1me3eceTux TOJMHA MPOLUIOr Beka, Ouia mpaBa
TBOPHMIIA YOIIIITaBamka WK padhuHUpama Pa3HUX HEJeAHAKOCTH O KOHBEKCHUM
dbyHKIMjaMa U MaTeMaTHYKUM cpenHaMa. T pe3ynTaT cy OCTald 3alucaHu

> Johan Jensen, (1859 — 1925)
® Iparocias C. Murpurosuh (1908-1995)
7 Jocun E. TTeuapuh (1948 - )
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y BeoMa 3HauajHO] MUTpUHOBHNEBO] KIHH3M AHAJUTHYKE HEjAHAKOCTH U3
1970.r. ([8]). MHoru cpricku MaTeMaTHyapu HMMajy CBOje MPUIOTE y OBOj
kim3u. [lomenyhemo camo neke: M. Ilerposuh, J.Kapamara, C. Aspanuuh,
B.ABakymoBuh, b. bajmancku, /I. Mapkosuh, C. Kypema, M. Tomuh, C.
®emmur, M. Mapjanosuh, JI.Anmamosuh, C. Ilpemmh, Y. Cranojesuh, /I.
Boxkosuh, I1. Bacuh, J. Keukuh, P. Jamuh, I". Kamajuuh, . JIazapeBuh u mp.

Hanomennmo na je mpod. MutpuHoBHh ca capagHHIMMa H371a0 jOII
JeIHY KIbHTY YHjU je OCHOB HEJETHAKOCT TPOYria, To je kibura I'eomerpujcke
HejeTHAKOCTH [7], ¥ joIll HEKe KIbUre O HejeJHAaKOCTUMA KOje Cy IIpeBoheHe u
Ha CTpaHe je3uKe.

W mHoOre npyre mos3Hare HEjeIHAKOCTH Y MaTeMaTHUYKO] aHAIU3U Cy
yOIUITeHha HEJeTHaKOCTH TPOYTIJia 3a peanHe OpojeBe. A MOXK/Ja He MOCTOJU HU
jeHa Koja y CBOM JOKa3y He KOPHCTHU HEJeTHAaKOCT TPOyrja WM HEKYy HEeHY
BapHjaHTy?

WnycTpanuje paau HaBeIuMo ABe A00pO MO3HATE HEJeAHAKOCTH, U3 T3B.
BHUIIIE MATEMATHKE, KOj€ CY YOIIIITEeHha HEjeJTHAKOCTH TPOYTJIa.

[Tmo3nara HejenHaKoCT 3a ojpeleHe nHTerpaie

[ £eodx |< [If o,

3a uHTerpabunHe QpyHKIHje f ( peasiHe WJIM KOMILUIEKCHE) Ha CETMEHTY [a,b],

YecTo ce, ca MpaBOM, 30Be HEjENHAKOCT TPOyria, jep ce 3a
f(x)=1, a,b> 0 uaxoce ymecro @ craBu — @, CBOJM Ha HEJEAHAKOCT

b+a/<b+a.

CraBspajyhu pa3He KOHKpETHE HWHTerpabuiHe (QyHKIHUje Yy TOpHY
HejeTHAKOCT W u3pauyHaBajyhu oaroBapajyhe mHTerpaige ao0ujaMoO MHOIITBO
HETPUBHjATHUX HejemHakocTH. To je mpaBa (abpuka 3a no0Hjame pasHUX
HEjeTHaKOCTH.

[To3nara HejenHakocT MUHKOBCKOT je Takohe yonIITemhe HejeJTHAKOCTH
Tpoyria. Haume, u3

. Yoo Yo Y
(Z(ak+bk)') S(Zak’) +(Zbk') (a,,6,20, r>1)

3a d, =a,b1 =b,r=2,n=1 no6ujamo \a+b\$\a‘+\b\.

Wnaue, HejeqHAKOCT TpOYrja ce KOPUCTH HpU JepUHHUCAmY pasHUX
[0jMOBa  CaBpeMEHe MaTeMaTH4yKe aHajdu3e Kao IITo cy JedHUHHLMja
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PumanoBor uHTErpasia u nepuHHULIMjA TyKHUHE KPUBE JHHUjE, OJHOCHO, T3B.
pekTuduKanMja KpUBHX. 3aTHM, HEjeTHAKOCT Tpoyria je omoryhwuma na ce
neUHHUIY HOBE cCaBpeMeHe oOnacTu Mmartematwke. [lomohy Tor mojama ce
neUHHUITY MeTPUYKH MPOCTOPH YW HOpMHpaHu npoctopu. [lojam paszHux
Mepa CKyloBa KOPUCTH HejeqHakocT Tpoyria. Kopuctu ra u Kommoropos 3a
aKCHMOMATCKO yBoleme mojmMa BepoBatHohe, UT/I.

Jenna onx axcmoma Metpuykor mpoctopa M (akcmoMa HejeJHaKOCTH
Tpoyria) je TBpheme na 3a OMIIO Koja TpU €leMEHTa TOr mpoctopa Xy Ve

Baxxu
d(x,y)<d(x,z2)+d(y,z),
rae je d(x, y) pacrojame u3mehy enemeHarta (tayaka) X W ) H3 M .
[Ipema nedununmju pacrojama y METPUUKOM MPOCTOPY, JAKO j€ BUAETU Ja je
d(x, y)= M JeIHO pacTojame y METPUYKOM MPOCTOPY PEaTHUX
1+ \x - y\

opojeBa IR . Axo ce 3a 0BO pacTojame IPEMEHH HEjeIHAKOCT TPOYIIA OH/A Ce
no0uja HeTpUBHjalTHA HEJETHAKOCT Ca arlCOJIyTHUM BPETHOCTHMA. A TOCTOje U
npyre metpuke y R.

Y HOpMHpaHOM MPOCTOPY CBAKH BEKTOP X HMa CBOjJy HOpMY HxH na je
JIAKO TIOKA3aTH Jia je HOPMHPAHH MPOCTOP METPHUYKH MPOCTOP Ca METPUKOM
d(x, y) = Hx — yH YV XunbepToBUM MPOCTOpUMA BaXKH JOIII Htz = (x, x),
rze je ( R ) O3HaKa CKaJapHOT MPOU3BO/A.

Y XunbepToBUM IMPOCTOPUMA, HEJeIHAKOCT TPOYIJia je eKBUBAJCHTHA
ca uyBeHoOM HejeqHakocTd Komm-By/bakoBeku-IIIBapua

(s p) <[xlly

Haume, c 063upom Ha 0coOMHE CKalapHOT MPOU3BOAa, UMaMo TBphema:

e £y <l + o] & e £ 5 < (] + )

%20, )+ [y P < el + 2l + 5] <=
(e, ) < el

3aama HejeIHAKOCT jeé OCHOBHO TBphewe y Teopuju XuiabepToBUX U
HOPMHUPAHUX IPOCTOpA.

Hanomenumo, na ce (y METpPUYKUM MpPOCTOpPHMA), TOPEN TOpHE
Hejeonaxkocmu mpoyena ynotpedsbaBa U T3B. jaka HejeOHaKocm mpoyana

d(x,y) < max{d(x,z),d(y,2)},

KOja ca MpBe TPU aKCHOME METPUUYKOT MPOCTOpa JePUHUIIE T3B. YITPAMETPUKY
U yimpamempuuke npocmope.
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Ncraknyhemo cana jenny moceOHY BpCTy 3HA4ajHUX HEJETHAKOCTH KOje
Cy y Be3M ca HEJeNHAKOCTH Tpoyria. To cy T3B. KomniemeHmapHe
HejeOHaKocmu HejeOHaKocmu mpoyeana.

HlTa je ompemnnma tux HejenHakoctu? Kox HejmHakoctu Tpoyrina (y
TEpMUHMMA allCOJIyTHUX BPEJHOCTH) arcojyTHa BpeIHOCT 30upa uMMa 3a
MajopaHTy 30Up arcoIyTHUX BPEIHOCTH, CHMOOJIUIHO

KomrmnemeHnTapHa HejeTHAKOCT HEJeTHAKOCTH TPOYTJla je HejeTHAKOCT

<2

THUIIA

aKo MOCTOJH TakaB MMO3UTHBAaH Opoj € . (AmncoayTHa BpeJHOCT 301upa uMa HEKy
TEXHHCKY MUHOPAHTY 30Mpa ariCOJIYTHUX BPEAHOCTH).

Hejeanakoctu oBor Tuma cy pesiaTuBHO HOBHjer Aatyma. Mu hemo ce
cajia ’uMa OaBUTH.

VY xwu3su ,, Topologie générale®, on N. Burbaki, Paris 1955., Haunazumo

TBpheme: 3a KOMIUIEKCHE OpOjeBE &, 9°* "9 &, TOCTOJU MOJCKYII

Ic {1,- . -,m} TakaB Ja je

(a)

Dz2

kel

Z\Z\

Oso tBphemse je 1970. yonmrrno nam JI.JK. Bokosuh® y [8] (Bumern 3.8.35).
HberoBo yommreme riacu:

Axocy a, € R” (k = 1,---,m) Taja MmocToju IC{I,---,m} TakaB Ja

je
Za" 2nkK ZH

(b)

/2
rae je Kn = Icos"HdH, 3a =2 oBa HEJeIHAKOCT Ce CBOJIU Ha

0
HejenHakocT (a). OBa DokoBuheBa HejeAHAKOCT je LUTHpPaHa Yy BUIIE CTPAHUX
MOHoOTrpaduja U MUTUPaAHA je Y CTpaHUM Yaconucuma (Ha mpumep: [16], [17] u

[18]).

§ Hparomup XK. Bokosuh

137



MAT-KOL, XXI (2)(2015) PMiligié

Ox moceOHOr MHTEpeca je ciay4daj kazga je I = {1,- . -,m} U Kaja ce 3a
KOMIUIEKCHE OpOjeBe G, 4° "9 &, MOPAjy IPETIIOCTABUTH JOIYHCKH YCIOBH.

V ToM cMuciy ce pBo 1963. mojaBuia. T38. Bajngposa (H.S.Wilf *)
HejeOHakocm Yy 3HAYajHOM aMepuukoM gacormcy Proc. Amer. Math. Soc.'
([5]). Ona rnacwu:

Hexa je @ peanan 6poj u Heka je 0 < @ < ﬂ'/ 2 . 3a KOMILIEKCHE

OpojeBe T,9%,9° " " 9%, , YCIIOB
(D a—6O<argz, <a+6 (i=1,---,n)
MMILUTAIAPA HEJETHAKOCT

() (cosONz |+ |z |+ +|z,)<|z, + 2z, +---2,|

OBa HejegHakoCT UMa ciiefiehy reoMeTpujcKy MHTEpIpeTalujy: ako cy
KOMIUIEKCHH OpojeBn y yriay Bennmumae 260 ca BpXOM y KOOPAMHATHOM
MOYETKY OHJIa Baku HejenHakocT (1)

Jemna on mpBHX mocnueauIia  OBOT  TBphewma je ga ce  30mp

g, +2,+ -+ 2, He MOXe aHyIMpaTH aKo je cos@ > 0 u 6Gap jenan 7z, 20

[Ipod. Mumpunosuh je oTKpHO Ja je OBY HEJeTHAKOCT, HEJeTHAKOCT
(2), y crienujanHOM caydajy kag je @ =@ = 7[/ 4 |, noxazao M. Ilempoeuh
1917, [1]. N ommtu cny4aj, HEjeAHAKOCTH Haja3u ce€ y KacHHUjeM
[TerpouheBom panmy [2]. Tako, mam Muxka IlerpoBuh wmma mnpemHocT Ha
ayTOPCTBO OBE HEJEAHAKOCTH y oaHOCY Ha Bajnda. Jla mu je oBy HejemHakoCT
Heko kopuctuo u pe M. Ilerposuha, To ce He 3Ha.

Y  Kapamamunoj xwusu ([3]), ,, Teopuja u npaxca Cmuenmjecosa
unmezpana*, Takohe ce Hana3u HejeqHAKOCT (2). Y OBOj KEbU3M Ce€ HaJla3H jOIII
jemHa HejeakoacT, APYror THMNA, KOMIJIEMEHTapHa ca  ojAroBapajyhom
HejenHakomhy Tpoyria. Haume, Ty umamo TBpheme:

AKO je f KOMIUIEKCHA MHTErpaOuiIHa (QyHKIM]a Ha CETMEHTY [a,b] u

11

aKo je

—f<arg f(x)<0 (0<O<7/2)

OHJIA je

° Herbert Saul Wilf (1931 —2012)
' http://www.ams.org/publications/journals/journalsframework/proc
! Thomas Jan Stieltjes (1956-1894)
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G) (cosa)j F(x)dx <

:[ f (x)dx

Hejeqnakoct (2) Ccy yommTWwiIx Ha BEKTOpEe Y KOMILICKCHOM
Xwunbeproom npocropy Huasz (J.B.Diaz) u Memkangpa (F.T.Metcalf) 1966.,

([4D.

HaBoimmo muxoBa JBa yonmTeha Heje AHaKOCTH (2).

Teopema 1. Heka je € jequHUYHU BEKTOp Y KOMILUIEKCHOM
XunbeproBom mpocropy H ca ckamapHuUM HpOI/I3B0)IOM(-,-) U HEKa BEKTOPH

X,y X, X, € H\{O} HCITYH>aBajy YCIOBE
R (e,xk)
(4) 0<r<—"% (k=1,---,n).

Tana je

) DIEAE P

T7I€ JeIHAKOCT Ba)KM aKO M CaMo aKo je

S = Shl)e.

1

9

byayhu na y XunbGeproBoM mpocTopy u3pas R“(e’x") MIPETCTaBJba
xk

cos@, rue je @ yrao usmehy Bekropa € u BekTOpa X, , TO yCJIoB (4) nokasyje

Ja ce BEKTOpM X, Haja3e y KOHYCYy Ca BPXOM Y TaukM HyJa, 4Mja je oca

onpeheHa BEKTOpoM € U uuja je BEJIMYMHA yriia 0 rre je cos@=r. [Tpema
TOME HejeTHaKOoCT (5) yomnmiTaBa HejeAHaKocT (2).

N Kapamaruna nejennakoct (3) je crneuujanan ciuydaj Teopeme 1 jep u
CKYIl KOMIUIEKCHMX (DyHKLMja MHTErpaOMIHMX Ha cerMeHTy |a,b| je jenman
XunbepToB MmpocTop.

Teopema 2. Heka je (eki) (k=1,---,n) OPTOHOPMHpPAHH HH3
BekTopa y H M Heka BEKTOpH X, ,---,X, € H \{0} 3aJI0BOJbABAjY

HEjeTHaKOCTU

© 0<r < Rleox)

(j=1,-~,n;k=1,m,m)~

j
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Tana je

) r )l <

n
E X.
J
1
I'JIe JeTHAKOCT BaXKH aKO U CaMo aKo je

Jla 6u ce cxBaTwio Kako HejemHakocT (7) yommtaBa HejemHakocT (2) Tpeda

pasyMeTH 1a je CKYI KOMIUIEKCHHX OpojeBa Z ca omepaimjoM cabupama u

MO/TyJIOM H Kao HOpPMOM jenaH XWJIOEpTOB MpPOCTOp. Y MPOHU3BOJHHOM

KOMIUIEKCHOM XUJI0EPTOBOM MPOCTOPY H3pPa3 Re(es xk) npeacraspa COS Hk
x.]

rae je ¢9k yrao wusmehy Bexkropa € wm  X,. Ocum TOra ycuoB

0<r< 87") MOBJIaYM HEJETHAKOCT 0<r<l m MOCTOJU YTao 7
TakaB Aa je cos@=r. To je KOHyCHH yrao KOHyca ca OCOM KOHyca KOjy

onpelyje jenuununn Bextop €. Tako ce oBaj ycinos (6) y mpoctopy Z cBomu
Ha ycioB (1) a Hejeqnakoct (7) Ha HejeqHakocT (2).To 3HauW 1a je HejeTHAKOCT
(2) crienjanHU ciiyvaj HejeqHAKOCTH (5).

N Kapamaruna nejeqnakoct (3) je cnenujanad ciaydaj Teopeme 1 jep u
CKYyIl KOMIUIEKCHUX (YHKIIHja MHTETPAOMIIHMX Ha CETMEHTY [a,b] je jenman
XuI6epToB MPOCTOP.

II. M. Munuuuh je 1989., [13], yormmtuo Teopemy 1. u Teopemy 2. Ha

BEKTOPE IIPOM3BOJHHOI KOMILIEKCHOT HOPMHpaHOT mpoctopa X . (Y TaksBoM
MPOCTOPY HE MOpa Ja MOCTOjU CKalapHU MpousBoi, Buaetu y [14]). On je
YMECTO CKaJIapHOT MPOHM3BOJA, KOTA y MPOU3BOJFHOM HOPMHUPAHOM IPOCTOPY
HeMa, KOpUCTHO (PyHKITMOHATIE

T, (x, y) =lim_ t"mx +1y|— HxH) (x,y e X,x#0,te R),

g(x,y)=(x/2)z_(x, y)+7.(x, »))

KOjH IIOCTOje Y CBaKOM HOpMHpaHoM npoctopy ( [13] u [14]).

[Toxa3zyje ce ma, ako y HOPMUPAHOM KOMILJIEKCHOM IPOCTOPY MOCTOjU

CKaJIapHU IMMPOU3BOJ \*¢° ) CarjlaCaH Ca HOpMOM, 1a je Taga

140



MAT-KOL, XXI (2)(2015) PMiligié

7 (x,y)="" > g(x, )= R (x,y).

OJIHOCHO J1a je

(x,»)=glx,y)-ig(x,iv), x,yeX.

NHuaue, y mpon3BOJEHOM HOPMHUPAHOM IIPOCTOPY BAKH

g, ) <] ]
I1a c€ ca
cosd = 8(x.y)
[l

Moxe fnedunucatu yrao usmely Bektopa X u Y [14].

HaBomumo cama MwmunheBy Teopemy A. Koja oaroBapa TOPHO]
Teopemu 1:
Teopema A. Heka je X komiuiekcan (MiIn peanad) HOpMHUPaH IIpocTop, €
jeMMHITYHM BEKTOP TOT MPOCTOpa M X, € X \ {0}, k=1,2,---,n v Heka je

(®) 0<r< .(e,x,)
|

OHJIA je
9) r(z |x, ) < Z X,
k=1 k=1

/i€ j€ jeIHaKOCT UCIYHhEeHa aKo UCaMo aKo je

7 (e,x, +-+x)=r(x)++]x,[)a

7 (e;x, +-+x,)=]x, ++x-
Axo HaKJIC, Yy X HOCTOjI/I U CKaJlapHHU IIPpOU3BOO (-,-) carjacaH ca
HOpPMOM BHJCIHU CMO [d BaKU

oHma ce ycioB (8) y HOpMHUpaHOM MpocTopy X cBoau Ha ycioB (4) a
HejenHakoct (9) nmocraje HejenHakocT (5). Tako oBa Teopema yommraBa /[ua3-
Mertkandoy Teopemy 1.
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Ha cnuuyan waunn Mwunumunh je nmokazao u Teopemy B. koja je
yomniutewe Teopeme 2 npeaxoqHux ayTopa.

Haxne, MunuunheBe Teopema A. u Teopema B. y cnydajy ma y X
MOCTOJU CKaJIApHU TIPOU3BO/] CBOJIE Ce Ha rope HaBeneHy Teopemy 1 u Teopemy
2. Tako tBphema MunmumheBux Teopema A. m Teopema B. yommiraBajy
Hejemakoctu (2), (3), (5) u (7).
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