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PRIPADNOST RJESENJA KVADRATNE JEDNACINE
DANOM INTERVALU

Bernadin Ibrahimpasi¢!, Senka Ibrahimpasi¢?

Sazetak. Za danu kvadratnu jedna¢inu (kvadratnu funkciju) az?+bx+c =0
(f(z) = az? + bx + ¢) se moze postaviti zadatak da se odrede koeficijenti a, b
i ¢ tako da njena rjesenja (nultacke), obje, jedna ili nijedna, pripadaju danom
intervalu (a, 8), gdje su @ < 8 realni brojevi.

Kljucéne rijeci i fraze: rjeSenje kvadratne jednacine, nultacka kvadratne funkcije.

Abstract. It’s often required to determine the coefficients of the quadratic
equation (function) az? + bz + ¢ =0 (f(x) = ax? + bz + ¢) so that both or one
or none of roots (null points) of the quadratic equation (function) belong to the
interval («, ), where «, 8 € R.
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Key words and phrases: root of the quadratic equation, null point of the quadratic
function.

1 Uvod

Jednacina oblika
(1) az® +br +c=0,

gdje su a # 0, b i ¢ realni brojevi, se naziva kvadratna jednacina. Svaki
broj x (realan ili kompleksan) koji zadovoljava jednac¢inu (1) se naziva rjesSenje
kvadratne jednacine. Rjesenja kvadratne jednacine se odreduju pomocéu formule

—b++vVD
20

gdje je D = b? — 4ac diskriminanta kvadratne jednagine.
Iz (2) vidimo da priroda rjesenja jednacine (1) zavisi od vrijednosti diskrim-
inante D. Tako imamo da vrijedi:

(2) T1,2 =
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a) Ako je D > 0 onda jednac¢ina (1) ima dva razli¢ita realna rjeSenja koja
odredujemo prema formuli (2).
b) Ako je D = 0 onda jednacina (1) ima jedno (dvostruko) realno rjesenje

b
T1g = ——.
1.2 2a

a) Ako je D < 0 onda jednacina (1) ima dva konjugovano — kompleksna

rjeSenja
—b+i/|D|
Ti2=—F -
2a

Napomenimo da se analiza kvadratne jednacine (1) moze poistovjetiti s anal-
izom kvadratne funkcije

(3) f(x) = az® + bx + ¢, a#0,b,ceR,

pa tako imamo da se odredivanje rjeSenja kvadratne jednacine (1) moze pois-
tovjetiti s odredivanjem nultacaka kvadratne funkcije (3).
Grafik kvadratne funkcije (3) je osnosimetriéna parabola, ¢ija je osa simetrije

pravac & = —b/2a, s tjemenom u tacki T'(zg, yo), gdje je
b . 4ac — b? D
Tro = —— 1 = —— = — —
0 2a o 4a 4a

Ukoliko je @ > 0 onda je u tjemenu minimum, a ukoliko je @ < 0 onda je u
tjemenu maksimum.

2 Polozaj rjesenja kvadratne jednacine

Nas ¢e interesovati polozaj rjesenja kvadratne jednacine (1), odnosno nultacaka
kvadratne funkcije (3), u odnosu na zadane realne brojeve a i 8, gdje je a < .
Analizirat ¢emo slucaj kada je D > 0, tj. kada kvadratna jednac¢ina (1) ima dva
razli¢ita realna rjeSenja x1 i xo, te éemo pretpostaviti da je 1 < zs.

Za kvadratnu jednacinu (funkciju) se moze postaviti zadatak da se odrede
koeficijenti a, b i ¢ tako da njena realna rjesenja (nultacke), jedna ili obje, budu
u danom intervalu (¢, ). Posmatrat ¢emo 3 slucaja, i to kada u intervalu («, 8):

1. Lezi samo jedna nultacka,;
2. Leze obje nultacke;
3. Ne leze nultacke.

Ako analiziramo sve moguée polozaje parabole u odnosu na « i 3, onda
imamo 12 slucajeva koje, prije nego li ih analiziramo analiticki, mozemo vidjeti
na sljedeé¢im slikama.
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Napravimo sada analizu koja obuhvata:
e Predznak vodeceg koeficijenta a;

e Predznak vrijednosti kvadratne funkcije f(x) u tackama « i 3, tj. predz-

nak od f(«a)i f(B);

e Polozaj apscise tjemena xg = —b/2a u odnosu na interval («, 5). Oznaka
L ¢e nam znaciti da se xo nalazi lijevo od intervala (zg < «), oznaka D ¢e
nam znaciti da se x¢ nalazi desno od intervala (zo > ), oznaka S ¢e nam
znaciti da se zp nalazi unutar intervala (o < zp < ), dok ¢e nam oznaka
* znaciti da je taj polozaj neodreden;

e Broj nultacaka (NT') koje se nalaze unutar intervala («, ).
Napomenimo da predznak ordinate yy tjemena ne trebamo analizirati, jer je

on suprotan predznaku vodecéeg koeficijenta a.
Ako analizirane podatke predstavimo tabelom, imamo sljedeéu tabelu.
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Nakon uvida u sve do sada analizirano, mozemo iskazati analiticke uslove ko-
jima izrazavamo pripadnost rjeSenja kvadratne jednac¢ine (1), odnosno nultacaka
kvadratne funkcije (3), intervalu («, 3) u zavisnosti od vrijednosti koeficijenata
a,bic.

Takoder treba napomenuti da treba biti ispunjen i uslov

(4) D =b* — 4ac > 0,
kako bismo bili sigurni da postoje dva rjeSenja (nultacke).

1°) Taéno jedno rjesenje kvadratne jednacine (1), odnosno taéno jedna nultacka
kvadratne funkcije (3), pripada intervalu («, 8) (slucajevi 2, 5, 8 i 11) ako

je

() fla) - f(B) <0.

Preciznije, imamo da je x1 < a < x9 < B (slucajevi 2 i 8) ako je
(6) af(a) <0 1 af(B)>0,

dok je a < x1 < 8 < x5 (slucajevi 5 1 11) ako je

(7) af(a) >0 i af(B) <O0.

2°) Oba rjesenja kvadratne jednacine (1), odnosno obje nultacke kvadratne
funkcije (3), pripadaju intervalu (a, 8) (slucajevi 4 i 10) ako je

Q >0, f(@)>0, f(B)>0, a<-—o-<f
ili
(9) a<0, fla)<0, f(B)<0O, a<—%<6.

3°a) Oba rjesenja kvadratne jednacine (1), odnosno obje nultacke kvadratne
funkcije (3), pripadaju intervalu (—oo, ) (slucajevi 11 7) ako je

(10) a>0, f(a)>0, ——<a«
ili

(11) a<0, fla)<0, ——<oa
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3°b) Oba rjesenja kvadratne jednacine (1), odnosno obje nultacke kvadratne
funkcije (3), pripadaju intervalu (3, +00) (slucajevi 6 i 12) ako je

b
(12) a>03 f(ﬁ)>03 7% >B
ili

b
(13) a<0, f(B)<O0, —%>6.

3°¢) Jedno rjesenje kvadratne jednacine (1), odnosno jedna nultacka kvadratne
funkcije (3), pripada intervalu (—oo, a), a druga intervalu (8, +00) (slucajevi

319) ako je

(14) a>0, fla)<0, f(B)<0
ili

(15) a<0, f(a)>0, f(B)>0.

3 Primjeri

Primjer 3.1 Odrediti vrijednost realnog parametra k tako da tacno jedna realna
nultacka kvadratne funkcije

f(x) =ka? + Bk +5)x +2k+ 1
pripada intervalu (—3,3).

Rjesenje: Imamo da mora biti

(16) D>0
(17) f(=3)- f(3) <o.
Kako je

D = k? + 26k + 25,
to je uslov (16) ispunjen za
(18) k € (—o0,—25) U (-1, +00).

Kako je
f(=3)=2k—14 i f(3) =20k + 16,
to je
f(=3)- f(3) = (2k — 14) - (20k + 16),
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pa je uslov (17) ispunjen za

(19) ke (—3,7).

Konaé¢no rjesenje dobijamo kao presjek skupova (18) i (19), pa je

4
ke (—=,7).
“(57)

¢
Primjer 3.2 Odrediti vrijednost realnog parametra m tako da za kvadratnu
Sfunkciju
f(x) =ma® — (4m +3)z +3m + 1
vrijedi:

a) wveéa realna nultacka funkcije pripada intervalu (5,6), a manja ne;
b) manja realna nultacka funkcije pripada intervalu (—2,2), a vecéa ne.

Rjesenje: Kako je
D =4m? +20m + 9,

to je uslov D > 0 ispunjen za

- me (oo D)o (Liee)

a) Imamo da mora biti

(21) D>0

i

(22) a-f(5)<0 A a-f(6)>0.
Kako je

f(6)=8m—14 = af(5) =m(8m — 14),

f(6) = 15m — 17 = af(6) =m(1bm — 17),
to je af(5) < 0 ispunjeno za

7
23 0, -
(23) me (0.3).
dok je af(6) > 0 ispunjeno za

(24) m € (—00,0) U (1;,—#—00) .
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Dobijamo da je uslov (22) ispunjen u presjeku skupova (23) i (24), tj. za

17 7
) - -
(25) m€(15,4>,

pa se konacno rjesenje dobija kao presjek skupova (20) i (25) i vrijedi
m e E z
1574)°
Mora vrijediti (21) i

(26) a-f(-2)>0 A a-f(2)<0.
Kako je
f(=2)=1m+7 = af(=2) =m(15m+17),
f2)=-m-5 = af(2) = —m(m+5),
to je af(—2) > 0 ispunjeno za

(27) m e <—oo, —175> U (0, +09),

dok je af(2) < 0 ispunjeno za
(28) m € (—oo,—5) U (0, +00).
Dobijamo da je uslov (26) ispunjen u presjeku skupova (27) i (28), tj. za
(29) m € (—oo,—5) U (0, +00)
pa se konacno rjesenje dobija kao presjek skupova (20) i (29) i vrijedi
m € (—o00,—5) U (0,+00).
¢

Primjer 3.3 Odrediti vrijednost realnog parametra m tako da oba realna rjesenja
kvadratne jednacine

2m+1)a* — (m+2)x+m—3=0

pripadaju intervalu (—1,2).

Rjesenje: Pripadna kvadratna funkcija je f(z) = (2m+1)z? — (m+2)x+m—3.
Kako moraju biti ispunjeni uslovi (4) i ((8) ili (9)), te kako je

D = —7m?+24m + 16,
a = 2m+1,
f(=1) = 4m,
f(2) = Tm-3
b m+ 2

2a 2(2m + 1)’
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to, osim $to mora biti
(30) —7m? 4 24m + 16 > 0,

mora vrijediti

m+ 2
1) 2 1 4 — 1< ——x<2
(31) 2m+1>0 A 4m>0 A ™Tm—-3>0 A <2(2m+1)<
ili

m 4+ 2
32) 2 1<0 A 4 0 N Tm—-3<0 A 1< —7——c<2
(32) 2m+1< m < m < <2(2m+1)<

Uslov (30) je ispunjen za

(33) m e <—‘7‘,4>.

Vrijedi da je 2m + 1 > 0 za

(34) m € (—;,—Foo) ,

daje2m+1<0za

(35) m e (—oo,—;) ,

da je 4m > 0 za

(36) m € (0,+00),
da je 4m < 0 za

(37) m € (—00,0),
da je Tm —3 >0 za

(38) m € (i,Jroo) ,

da je Tm —3 <0 za

(39) m € (—oo, ?) .

dok je —1 < (m+2)/2(2m+1) < 2 za

” me (oo Yol 24ee)
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Imamo da je uslov (31) ispunjen u presjeku skupova (34), (36), (38) i (40), tj.
za

3
(41) m € (7,+oo> ,
dok je uslov (32) ispunjen u presjeku skupova (35), (37), (39) i (40), tj. za
4

Na kraju zaklju¢ujemo da je kona¢no rjeSenje jednako presjeku skupa (33) i
unije skupova (41) i (42), pa je
3
el=,4).
me(74)

Primjer 3.4 Odrediti vrijednost realnog parametra p tako da oba realna rjesenja
kvadratne jednacine

¢

pr? +2p -1z +1=0
pripadaju intervalu (—oo, 1).

Rjesenje: U ovom sluéaju je f(x) = pr?+(2p—1)z+1. Kako je D = 4p* —8p+1,
to je uslov (4) ispunjen za

2—-+/3 2 3
(43) p€E | —oo, V3 U + \[, +oo | .
2 2
Mora biti ispunjen uslov (4), te jedan od uslova (10) ili (11). Iz ¢injenice da je
b 1—2p
a=p,  f(1)=3p, 50~ 2

dobijamo da je uslov (10) ispunjen u skupu

(44) p € (0,400) N (0,+00) N ((—O0,0) U (i,+oo)) = <i,+oo) ,

dok je uslov (11) ispunjen u skupu

1
(45) p € (—00,0) N (—00,0) N <(—oo, 0)U <4, —|—oo)> = (—00,0).
Konacno rjesenje je skup koji je jednak skupu (43) N ((44) U (45)), tj.

p € (—o0,0)U <2+2\/§,+oo> )
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Primjer 3.5 Odrediti vrijednost realnog parametra m tako da obje realne nultacke
kvadratne funkcije

f(x)=(m—1)a* —2(m+2)z +m
budu pozitivne.

Rjesenje: Da su obje nultacke pozitivne znaci da obje nultacke pripadaju skupu
(0, +00), pa imamo da mora biti ispunjen uslov (4), te jedan od uslova (12) ili
(13). Kako je D = 20m + 16, to je uslov (4) ispunjen za

(46) m € (—g,—i—oo) .
Kako je
a=m-—1, f(0) =m, =
to imamo da je uslov (12) ispunjen za
(47) m € (1,400) N (0,400) N ((—o0, —2) U (1, +00)) = (1, +00),
dok je uslov (13) ispunjen za
(48) m € (—o00,1) N (—00,0) N ((—o0, —2) U (1, +00)) = (—o0, —2).
Konaé¢no rjesenje je skup koji je jednak skupu (46) N ((47) U (48)), tj.

m € (1,400).

¢

Primjer 3.6 Odrediti vrijednost realnog parametra k tako da jedna realna nultacke
kvadratne funkcije

f@)=(k-12*-2(k+1Dz+k-3
bude manja od —1, a da druga bude veca od 3.

Rjesenje: Imamo da je D = 24k — 8, pa je uslov (4) ispunjen za

(49) ke (;,4—00) )

Kako je
a=k—1, f(=1) =4k -2, f(3) =4k — 18,

to je uslov (14) ispunjen za

(50) ke (1,+00)N (—oo, ;) N <—oo, 2) =0,
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dok je uslov (15) ispunjen za

1 9
(51) ke (—oo,1)N (2,—|—oo) N (2,4—00) = 0.
Konacno rjesenje je skup koji je jednak skupu (49) N ((50) U (51)), tj.
kel.

Zaklju¢ujemo da ne postoji realan broj k za koji je jedna realna nultacke kvadratne
funkcije f(z) = (k —1)2% — 2(k + 1)z + k — 3 manja od —1, a druga veéa od 3.

¢
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