MAT-KOL (Banja Luka) ISSN 0354-6969 (0)
XXI (1)(2015), 5--10 ISSN 1986-5828 (0)
http://www.imvibl.org/dmbl/dmbl.htm

Korisnije je rijesiti jedan isti zadatak na nekoliko razli¢itih nacina
nego rijesiti nekoliko zadataka- svaki na samo jedan nacin. Ako se
jedan isti zadatak rijesi na razne nacine, moze se uporedivanjem
rjeSenja utvrditi koje je od njih krace, efektnije, elegantnije. Na taj
nacin se stice i izgraduje vjestina u rjeSavanju zadataka.

RAZLICITE METODE ZA RJESAVANJE
JEDNOG ZADATKA O TROUGLU!?

(Different methods to solve a problem on the triangle)

Bratislav Sredojevi¢ ° i Dragoljub MiloSevi¢ *

Sazetak. U ovom radu je dato Sest raznih rjeSenja jednog zadatka iz geometrije koji
se odnosi na trougao.

Kljuéne rijeci: jednakokraki trougao, sli¢ni trouglovi, Stjuartova teorema, Molvajdove
formule, sinusna i kosinusna teorema, adicione formule za sinus.

Abstract. In this paper we give six different ways of one geometrical problem for
the triangle.
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U radu [1], na strani 54, dat je sljedeci zadatak (bez rjeSenja):
Ako u trouglu AABC je y =3a, dokazati da tada vrijedi

(c*-a’)(c-a)=ab* *)

Ovdje ¢emo prikazati Sest na¢ina rjeSavanja ovog zadatka.

RjeSenje 1. Na stranici AB trougla AABC odredimo tacku D tako da je
Z/ACD =2(£ZCAB) =2a  (SI.1).
Tada je ZCDB =3« (kao spoljadnji ugao za trougao AACD). Uvedimo sljedece
oznake: AD =Xi CD = y. Tada je BD=c-X. Trouglovi AABCi ABCD su
sli¢ni, pa je
BC:BD=AB:BC=AC:CD
ili

a:(c—-x)=c:a=b:y.

Odavde lako dobijamo

. ab
Py=—. @
c c

S obzirom da je Z/ACD = 2(£ZCAD) u trouglu AADC , mozemo koristiti sljede¢u

lemu ( pomo¢nu teoremu) (vidjeti [2]):
Lema. Ako je u trouglu AABC o =2, onda je a> =b(b+c).

Primjenom ove leme na trougao AADC imamo

x* =y(y+b),
a odavde, zbog jednakosti (1), dobijamo

?-a’, ab,ab

) =—(—
c

C C

¢ +b) = (c? —a?)? = ab(ab + bc)

(

= (c®* —a®)(c—-a)(c+a)=ab’(a+c)/:(a+c)
= (c®* —a’)(c—a) =ab? ged.
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Slika 1. ' Slika 2.

Rjeenje 2. Na pravoj p(B,C) odredimo tacku E tako da ZEAC = ZCAB =«
(sl. 2). Kako je ZBCA=~ZCEA+ ZEAC ( spoljasnji ugao trougla AACE) ili
3a =/ZCEA+a, tji. ZCEA=2a, zakljutujemo da je trougao AABE
jednakokraki (ZEAB =a +a = 2o = ZCEA = ZBEA). Zbog toga je
CE=c-a. Neka je AE =x.
Na osnovu sinusne teoreme primjenjene na trougao AABE imamo
AE___AB ) x __°

sin(180° —4a) sin2a sinda  sin2a

S obzirom da je sinda = 2sin 2a c0S2a , iz posljednje jednakosti slijedi

2c0s2a :é. 2)

Kosinusna teorema primijenjena na trougao AACE daje
AC’ = AE’ +CE’ —2AE - CE - cos(LCEA)
ili
b? = x? +(c—a)? = 2x(c—a)cos 2« .
1z posljednje jednakosti, zbog (2) proizlazi
b? =x*+(c—a)’ —x(c—a)l,
c
a odavde je

x2 =S(b? —(c-a)?). @A)
a

Na osnovu pomenute leme ( vidi prethodno rjeSenje!) primijenjene na trougao

AACE je b*=(c—a)c—a+x) ili b?>—(c—a)*>=x(c-a),tj.

b* —(c—a)?
c—a

x> =]

17 (4)
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1z jednakosti (3) i (4) slijedi
%[b2 (c—a)?]= [M] (c—a)2=b2—(c—a)2(zbog c—a=b)

= c(c—a)2 =ab® —a(c-a)
= (c—a)’(c+a)=ab’
= (c®* —a’)(c—a) =ab? qged.

Rjesenje 3. Na stranici AB odredimo tacku F tako da Z/FCA = ZCAB =« (sl.3)
Tada je u trouglu ABCF: /BCE =30 —a =2« i ZCFB=2a ( kao
spoljadnji ugao trougla AAFC). To zna¢i da je trougao ABCF jednakokraki, pa je

BF=BC=a. Zbog toga je AF =c-a. Trougao AAFC je, takode,
jednakokraki, pa je CF=AF=c-a.lz trougla AAFC je

e,
cosar =2 = ®)
AF  2(c-a)
Na bazi kosinusne teoreme primijenjene na trougao AABC, imamo
a’=b*+c? -2bccosa . (6)
1z jednakosti (5) i (6) dobijamo
a’=b*+c”—2bc- b :
2(c—a)

a odavde proizilazi trazena jednakost (*), tj. (c —a)(c® —a?) = ab?.

Slika 3.

Rjesenje 4. Primjenom Stjuartove* teoreme na AABC ( sl. 3), imamo

* Matthew Stewart (1717-1785), 8kotski matematicar
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AB.(AF -FB+CF’)=BC’.AF + AC’ -BF
ili
c[(c-a)a+(c-a)’]=a’(c—a)+b%a.
Nakon sredivanja posljednje jednakosti dobijamo
ac(c—a)+c(c—a)*—a’(c—a)=ab® = (c—a)[ac+c(c—a)—a’] = ab?
= (c—a)(c* —a?)=ab? ged.

RjeSenje 5. Kako je ZABC =180" — (a + 3a) =180° — 4« (sl. 3), primjenom
Molvajdove® formule dobijamo

sin 30—« _ _ _
c—a 2 B sin o _sina sina 1
b i 180" — 4o © cos(90° —2ar) Sin2a  2sinacosa  2cosa’
2
tj.
2cosa :L. @)
c—-a

Na osnovu jednakosti (6) i (7) imamo

2 :b2+c2—bc‘L,
c-a

a odavde, poslije sredivanja dobijamo trazenu jednakost (*).

a

RjeSenje 6. Na bazi sinusne teoreme imamo a =2Rsina,b=2Rsin4dai
c=2Rsin3a  (R- polupre¢nik opisane kruznice oko trougla AABC), pa je

(c* —a®)(c—a)=ab® < (c—a)’(c+a) = ab?
< (sin3a —sina)?(sin3a +sina) =sina(sinda)? (8)
Kori$¢enjem adicionih teorema za sinus zbira i razlike dva ugla

X=Y s XY Y XY

. . . X
i sinx+siny=2sin > cos >

sinx—siny = 2sin

dobijamo
(sin3a —sina)? (sin 3a +sina) = (2sina - cos 2a)? - 2sin 2¢ COS o

® Karl B. Mallweide (1774-1825), njemacki matematiéar i astronom
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= (2sin 2a cos 2a) - 2(2sin o coS &) - COS 2cx Sin &
=sin4a - (2sin 2a cos2a) - sina

=sinda -sinda -sina
= (sin4a)’sina,
¢ime je potvrdena ta¢nost jednakosti (8), a samim tim i traZena jednakost (*).
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