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DVANAEST NACINA RJESAVANJA

JEDNOG ZADATKA ZA TROUGAO

(Twelve ways to solve a problem for a triangle)

Sefket Arslanagi¢’ i Dragoljub Milo3evi¢?

SaZetak: U ovom radu dajemo dvanaest nadina rjeSavanja jednog zadatka o jednakokrakom
trouglu.

Kljuéne rije¢i: jednakokraki i jednakostrani¢ni trougao, sli¢ni trouglovi, lema, Talesova,
Pitagorina i Stjuartova teorema; sinusna i kosinusna teorema, Molvajdove formule, adicione
formule za sinus i kosinus.

Abstract: In this paper we give twelve ways to solve a problem on the isosceles triangle.
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and Stewart's theorem, sine and cosine law, Molweide's formulas, addition formulas for sine
and cosine.
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RjeSavanje zadataka na viSe nafina omoguéava iskazivanje svog naSeg
bogatstva ideja, dosjetki i inventivnosti, a uporedivanjem tih na¢ina moze se
ustanoviti koji je od njih kraci, efektniji, elegantniji. Matematic¢ko iskustvo ucenika
bilo bi nepotpuno ako mu nikada ne bismo dali priliku da pokusa rijeSiti neki
zadatak na razli¢ite nacine. Takvim rjeSavanjem ucenik stiCe samopouzdanje,
istrazuje 1 gradi svoju matematiCku zrelost.
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Ovdje ¢emo prezentovati dvanaest naCina rjeSavanja sljede¢eg zadatka
najmijenjenog mladim matematic¢arima srednjoskolcima:

Ako je u jednakokrakom trougao 44BC :
AB = AC i ZBAC = ZABD = 20°. DeAC,
dokazati da je

BD BC AB

RjeSenje 1: Uvedimo sljedece izraze: BC=a, AB=AC=Db,BD=c. Tada se
postavljena jednakost moZe napisati ovako:
1 11
c ab’
MnoZenjem obje strane ove jednakosti sa abc dobijamo
ab=bc—ac. (%)
U datom jednakokrakom trouglu AABC je

ZABC = ZACB = (180° - 20% : 2 = 80°.

Trougao AABD je takoder jednakokraki, pa je AD=BD=c i CD=AC-AD=b-c.
Na duZi BD odredimo tacku E tako da je BE=BC=a (slika 1). S obzirom da je
RCBE =80°-20° =60° i BE=BC, zakljuSujemo da je trougao ABCE
jednakostrani¢ni. U trouglu ACDE je:

~DCE =80°-60° = 20°,

ZCED =180°-60° = 120°

ZCDE =180° - (20° + 120°) = 40° i

DE=BD-BE=c-a.

Produzimo stranicu AC do tacke G tako da CG=BC=a. Trouga0o ABCG je
jednakokraki, $to znati da je ZCBE = ZBGC = 2(/BCA) = 40°. Kako je i ugao /BDC
= 40°, zakljucujemo da je i trougao ABDG jednakokraki. Zbog toga je BG=BD =c.
Trouglovi AABG i ACDE imaju jednake uglove, pa su sli¢ni. Na bazi te sli¢nosti
slijedi
AB:BG =CE:DE

=b:c=a:(c-a)

=b(c-a)=ac

—bc-ab=ac

=ab=Dbc-ac. g.e.d.

42



MAT-KOL, XXI (1)(2015) S.Arslanagié i D.Miloevi¢

F

Slika 1. Slika 2.

RjeSenje 2. Tacku E odredimo kao u prethodnom rjeSenju, a potom produzimo
stranicu BA do tacke F tako da je AF=AD=c (slika 2). Trougao AADF je

jednakokraki, pa je Z/AFD = Z/ADF = % (£BAC) = 10° . Trouglovi AAEC i ABDF su
sliéni (imaju jednake uglove), pa imamo CE:BD=AC:BF, ili a:c=b:(b+c). Iz
ove jednakosti, poslije sredivanja, lako dobijamo Zeljenu jednakost ( *).

RjeSenje 3. Tacke E i F odredimo kao u RjeSenju 2 (slika 2). Kako je ZADF =
/DAF = 10°, imamo AE || FD. Primjenom Talesove teoreme dobijamo
DE:FA=EB:AB, odnosno (c-a):c=a:b. Iz ove jednakosti lako dobijamo

trazenu jednakost ab =bc—ac.

RjeSenje 4. Prvo odredimo tatku E (kao u RjeSenju 1), a potom produZzimo duZ
BD do tacke P tako da DP =DC =b-c (slika 3).

Tada je /CPD = ZDCP = - (<BDC) = 20°. Trouglovi ACDE i ACPE su sli¢ni, pa je
CE:DE=EP:CE, ili a:(c-a)=(b-a):a. Odavde je a*=(b-a)(c-a), odnosno
0 =hc—ab-ac, Sto je ekvivalentno sa ab =bc-ac, tj. sa (*).
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Slika 3.

Rjesenje 5. Neka je DK L BC, K e BC (slika 4a). Tada je ugao #BDK = 30° pajeu

BD ¢
2 2

Pitagorine teoreme na pravougle trouglove ABKD i ACDK imamo:

pravouglom trouglu ABDK ; BK = Zbog toga je KC = a—%. Primjenom

DK% =BD? -BK? i DK? =CD? -CK?,
pa je
i 2
BD? —-BK? =CD? -CK?, ili ¢? _(Ej =(b-c)’ —(a——j :
Odavde, poslije kvadriranja i sredivanja, dobijamo jednakost
b? —a? = 2bc—ac. (1)
Neka je ugao ~CBL = #BAC = 20°i L eAC (Slika 4b). Tada je #BLC = #BCL = 80°,
Sto zna¢i da je BL=BC=a. Trouglovi AABC i ABCL su sli¢ni, pa je

2
BC:CL=AB:BC, ili a:CL=b:a. Odavde je CL:%. Zbog ~/DBL = /BDL = 40°,
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trougao ABDL je jednakokraki, pa je DL=BL=a. Kako je CD=b-a i
2 2
CD:CL+DL=%+a,imamo b—c=%+a,odakleje

b? —a® =ab+bc. 2)
1z jednakosti (1) i (2) slijedi
2bc—ac=ab+bc,

tj.
bc-ac=ab g.e.d.

B c/2 K \C
Slika 4a. Slika 4b.

RjeSenje 6. Koristiti ¢emo sljede¢u lemu (pomoénu teoremu): Ako je u trouglu
AABC, a=2p, onda je a*> =b(b+c). Jedan njen dokaz nalazi se u [1], str. 52. Na

bazi te leme primjenjene na trougao ACDE (slika 3), je CE? = DE(DE +CD), ili

a’ =(c-a)((c-a)+(b-c)) < a*=(c-a)(b-a)
< ab=bc-ac g.e.d.

RjeSenje 7. Primjenit ¢emo Stjuartovu teoremu na trougao AABC (slika 4), pa
imamo
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AC(CD-DA+BD?)=BC”-AD + AB*-CD = b((b-c)c+c? | =a’c+b* (b—c)

= a’c=b’(2c-b). (3)

Na osnovu kosinusne teoreme primjenjene na trougao ABCD (slika 4), dobijamo
CD? = BC? + BD? - 2BC -BD - cos(RCBD) < (b—c ) = a? +c? - 2ac-cos60°
(pri ¢emu je sa R oznacen simbol £)
= b2 -2bc=a%-ac

=b(2c-b)=a(c-a). 4)

1z jednakosti (3) i (4) slijedi
a’c=b-a(c-a)/:a

=ac=b(c-a)

=ab=Dbc-ac. g.ed

RjeSenje 8. Na osnovu sinusne teoreme primjenjene na trouglove AABC i AABD
(slika 4), imamo
a b . ¢ b
sin20°  sin80°  sin20°  sin40°

odakle zbog sin140° = sin(180° - 40° ) = sin40” slijedi

1_sin40® 1 sing0° i1 sin 20°
¢ bsin20° a bsin20° b asing0®

Sada je
1 1 sin80° sin40® 1 sin80° —sin40°®
—T—= . 0 A 0 = A 0 . (5)
a Cc bsin20° bsin20° b sin 20
Transformacijom razlike sin80° —sin40° u proizvod, dobijamo
0 _ 400 0 0
sin80° —sin40° = 25sin 80" 40 cos 80" +40
2 2
=25in20° - cos 60°
_2sin20° .1
2
=sin20°. (6)

1Z (5) i (6) slijedi
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l_lzl/.abc
a c b

=bc-ab=ac

=ab=Dbc-ac. g.e.d.

RjeSenje 9. Primjenom sinusne teoreme na trougao ABDF (slika 2), imamo

b+tc ¢
sin150°  sin10°
odakle, zbog
sin150° = sin(900 +60°):00560° ~ L sin10° -2
2 2b
dobijamo

2(b+c):%:a(b+c):bc

=ab=bc-ac, g.e.d.

RjeSenje 10. Za svaki trougao AABC , gdje su a,b,c stranice i «,,y odgovarajuci
unutradnji uglovi, vrijede sljedece dvije Molvajdove formule

a-p

.na—ﬂ

a+b 2 .a-b s 2
c y P y )

sin“- COS -

2 2

Primjenom prve Molvajdove formule na trougao AABD (slika 4), dobijamo

CO31400—200
b+c _ 20 _ bre _1 = (jer cos30°:1)
c .20 c 2sin10 2
smT

_brc b (zbog sin10° = )
c a 2b

=a(b+c)=hc

=ab=Dbc-ac. g.e.d.
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RjeSenje 11. Produzimo stranicu BC do tacke Q tako da
je BQ=a (slika 5). Tada je CQ =c—a. Primjenom prve
Molvajdove formule na trougao ACQD dobijamo

cos 100° —60°
c+(b-c) 2 b cos20°
= 5 = =73
c—a .20 c—a sinl0
sm7

(8)

Na osnovu kosinusne teoreme primjenjene na trougao
AABD imamo

c? =b? +¢? - 2bc-cos 20° = 0 = b? — 2bc cos 20°

5 c0s20° = 2 9)
2c

Slika 5.

Sada iz jednakosti (8), (9) i sin10° :2% slijedi

b b 1 b

c—-a ac c—-a ac
=ac=b(c-a)

= ab=bc-ac, g.e.d.

RjeSenje 12. Primjenom druge Molvajdove formule na trougao ABLD (slika 4b),
imamo

Sin1000—40O
c-a 2 c-a sin30°
40 a cos 20
cos—
2
c—a o 9 1
= (jer je sin30 :E)

a  200s20°
:ﬂ=§ (zbog (9))

=bc-ab=ac
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=ab=Dbc-ac. g.e.d.
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