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Apstrakt

U radu se daje prikaz matematickih metoda rac¢unarske grafike. Izla-
ganje se ilustruje primjerima bliskim praksi 3D grafike.

Abstract

The paper makes of review of mathematical methods of computer
graphics. The review is illustrated by examples of 3D graphics.

Categories and Subject Descriptors (according to ACM CCS):1.3.5 [Com-
puter Graphics] Computational Geometry and Object Modeling; 1.3.7
[Computer Graphics] Three-Dimensional Graphics and Realism
General terms: Mathematical foundation of 3D graphics

Key words and phrases: Coordinate systems, vector algebra, interpolation
and approximation, matrices and geometric transformations, numerical
linear algebra and equations solving, curves and surfaces, splines

1 Uvod

Programeri koji rade u oblasti racunarske grafike ili koriste programske
pakete rac¢unarske grafike imaju potrebe za solidnim poznavanjem matematike,
ina¢e ¢e biti prinudjeni rjeSavati iskrsle matematicke probleme ad hock, ko-
riste¢i svoj matematicki talenat u zavisnosti od problema koji rjeSavaju. Oni
vjerovatno nemaju intencije da postanu matematicari, ali ipak moraju izuciti
potrebne matematicke discipline i nauciti se da ih racionalno primjenjuju. Za
potrebe takvih pogramera je i napisan ovaj pregled.

Koncepcije koje predstavljaju matematicki simboli omoguéuju rjeSavanje
krajnje kompleksnih problema. Sami simboli, bez razumijevanja koncepcije koja
stoji iza njih, nemaju mnogo smisla. U ovom konciznom preledu matematickih
osnova racunarske grafike opisane su koncepcije datih matematickih pojmova
dovoljno detaljno da mogu biti primijenjene u praksi.

U domacoj literaturi ima malo tekstova o vezama izmedju koncepta prostora
u sintetickoj geometriji, linearnoj algebri i algebri geometrije. Zbog toga smo
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ovu temu obradili nesto detaljnije u sekciji o afinim i projektivnim prostorima.
Kompletnije izlaganje se moze naéi u knjizi [4].

U pregledu je malo originalnog sadrzaja. Aspekti originalnosti uglavnom
se ti¢u organizacije i prikaza materijala. Citalac zainteresovan za konkretne
primjere primjena opisanih koncepcija lako ¢e ih na¢i u navedenoj literaturi ili
u nastavku ovog rada koji je u pripremi.

Detaljnija izlaganja o koordinatnim sistemima, vektorskoj algebri, matri-
cama i geometrijskim transformacijama mogu se nac¢i u [6, 6a]; o numerickoj
linearnoj algebri i rjeSavanju jednacina u [2]; o diferencijalnoj geometriji u [6];
o interpolaciji i aproksimaciji u [2, 9]; o modelovanju krivih i povrsi u [7]; o
splajnovima u [9]. Sve ove teme su prikazane i u knjigama [1,3, 4, 8, 10], a pri
tome su izlaganja ilustrovana uglavnom primjerima iz ra¢unarske grafike.

Tako su veb stranice nepostojane, u prikazu se ipak navode reference [14, 15,
16, 17], sa nadom da ¢e znacajni sadrzaji iz matematickih osnova ratunarske
grafike na ovim veb stranicama biti sa¢uvani duze vremena.

2 Afina i projektivna geometrija

U knjizi "Elementi" Euklid je dao aksiomatsko zasnivanje euklidske geometrije.
Njegovi "Elementi" su koristeni vise od dvije hiljade godina, a po njegovom
imenu nazvan je Euklidov prostor, koji se i danas izu¢ava u linearnoj algebri.

U sedamnaestom vijeku je francuski filozof i matematic¢ar R. Deckartes ob-
javio knjigu La Geometrie u kojoj je skicirao danasnju analiticku geometriju.
Ideja analiticke geometrije je jednostavna. Svakoj tacki Euklidove ravni moze
se pridruziti par brojeva na takav nacin da je svaka prava predstavljena lin-
earnom jednacinom, a krugovi i konusni presjeci su predstavljeni kvadratnom
jednacinom.

Godine 1899. David Hilbert je objavio ¢uvenu knjigu Grundlagen der Ge-
ometrie sa ciljem da sinteticku geometriju izlozi na logicki strog nac¢in. Hilbert
je uzeo dvadeset aksioma, podijeljenih u pet grupa: aksiome incidencije (pripad-
nost tacaka pravim, pripadnost pravih ravnima, itd.), aksiomu paralelnosti, ak-
siome poretka (odredjuju relaciju "biti izmedju" na pravim) aksiome kongruen-
cije (uvode mjeru u geometriju), te aksiome neprekidnosti (odredjuju topologiju
Euklidove geometrije). Hilbert je uveo brojeve kao koordinate u njegovoj ge-
ometriji i dao je algebarsku interpretaciju geometrijskih aksioma. Ova Hilber-
tova koordinatizacija premoscuje jaz izmedju Euklidove i Dekartove geometrije.

U ovoj sekciji ¢emo razmotriti afine i projektivne prostore. Pokazacemo sin-
teticku i algebarsku definiciju afinih prostora i njihovu vezu. Zatim ¢emo vidjeti
kako se u ove prostore uvode koordinate i kako se dolazi do pojma vektorskog
prostora.

2.1 Afina i projektivna ravan

U afinoj geometriji vaze aksiome incidencije i paralelnosti, ali nema pojma po-
dudarnosti, mjere, relacije biti izmedju i slino. Tako u afinoj geometriji ne-
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mamo mjere uglova ili duzi, a takodje nemamo figure kao §to su istostrani¢ni
ili ravnokraki trougao. U afinoj geometriji radimo sa pravim, trouglovima i
paralelogramima i uop$te sa afinim mnogostrukostima. Dalje nam je cilj da
uvedemo koordinate u afini prostor i prikaZzemo vezu sa odgovarajuéim alge-
barskim sistemima.

Afina ravan je uredjen par (P, L), gdje je P neprazan skup tacaka, a L je
neprazna familija podskupova od P koje nazivamo prave i koje imaju sljedeca
svojstva:

Al. Ako su P i @ dvije razlicite tacke, tada postoji jedinstvena prava I(P, Q)
koja ih sadrzi.

A2. Ako tacka P ne pripada pravoj [, tada postoji jedinstvena prava m takva
daje Pemilnm=0. (Ako je IlNm = (), tada kazemo da su prave [ i
m paralelne i piSemo [ || m).

A3. Postoje najmanje dvije tatke na svakoj pravoj. Postoje najmanje dvije
prave.

Primjer 2.1 Najmanja afina ravan se sastoji od Cetiri tacke i Sest pravih. Sin-
taksno moZe biti opisana sa

P = {A7 B7 C? D}

L={{A, B}, {A,C},{A, D}, {B,C},{B, D},{C, D}}

Trivijalno se provjerava da su aksiome afine ravni zadovoljene. O

Ako stavimo A = (0,0), B = (0,1), C = (1,0) i D = (1,1), onda smo
napravili koordinatizaciju afine ravni iz primjera 2.1 nad poljem Z.

Sli¢no se moze konstruisati afina ravan nad Zs, sa devet tacaka i dvanaest
pravih.

Jos uvijek nije rijeSsen problem za koje n € N postoje konacne afine ravni
koje sadrze n tacaka.

Primjer 2.2 Realnu afinu ravan sa koordinatama definisemo sa

P ={(zy)lv,y eR}

1 € L ako i samo ako | = {(z,y)|azx + by = ¢},
gdje je a,b,c € R i a2+ b* #£ 0. O

Primjer 2.3 Racionalnu afinu ravan sa koordinatama definisemo sa

P =Q* = {(z,y)lr,y € Q}
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l € L ako i samo ako | = {(x,y)|azx + by = ¢},
gdje je a,b,c € Q i a? + b #0. ]

Neprotivrjecnost i nezavisnost aksioma afine ravni dokazuju se konstruisan-
jem odgovarajuéih modela. Na primjer, projektivna ravan G. Fano zadovoljava
Al1i A3, ali ne i A2 aksiome.

Sa otkri¢em nezavisnosti Euklidovog petog postulata, u devetnaestom vijeku
je porastao interes za geometrije u kojima aksioma paralelnosti ne vazi. Jedan
od glavnih interesa geometrije u tom periodu bila je projektivna geometrija u
kojoj nema paralelnih pravih. ITako je afina geometrija bliza intuiciji, projek-
tivna geometrija je, u odredjenom smislu, prihvatljivija u matematici od afine
geometrije. Cesto se nekoliko teorema afine geometrije svode na jednu teoremu
projektivne geometrije. Dodatno, postoji dualnost u projektivnoj geometriji,
koja znaci da za svaku teoremu projektivne geometrije, postoji dualna teorema
koja se dokazuje automatski.

Projektivna ravan je uredjen par (P,,L'/), pri ¢emu je P’ neprazan skup
elemenata koje zovemo tacke, a c je kolekcija podskupova skupa P’ koje zovemo
prave i koje zadovoljavaju sljedeée aksiome:

P1. Ako su P i Q razlicite tacke, tada postoji jedinstvena prava ZI(P, Q) tako
dajePel iQel.

P2. Akosul im’ razlicite prave u E/, tada je ' nm £ .

P3. Postoje najmanje tri tacke na svakoj pravoj. Postoje najmanje dvije ra-
zli¢ite prave.

Primjer 2.4 Realna projektivna ravan Neka je R? = RxR xR. Definisemo
relaciju ekvivalencije ~ nad elementima R3 tako da je (x,y,z) ~ (2',y/, 2") ako
i samo ako postoji r € R, r #£ 0, tako da je (2',y',2") = r(x,y, 2).

Neka je P’ skup klasa ekvivalencije elemenata R®. Oznacimo klasu ekviva-
lencije u kojoj je (p,q,r) sa (p,q,r). Brojevi p, q, r nazivaju se homogene
koordinate tacke < p,q,r > . Jasno je da se jedna klasa ekvivalencije sastoji
od tacaka razlicitih od nule na nekoj pravoj kroz pocetak R3.

Definisemo skup pravih L s pri demu je prava U’ skup svih taéaka <
x,y,z > koje zadovoljavaju homogenu linearnu jednacinu oblika

ar+by+cz=0

UR? je to jednacina ravni kroz tacku (0,0,0).
Trivijalno se provjerava da (P ,L) zadovoljava aksiome projektivne ravni.

Lako se moze pokazati da svaka afina ravan moze biti progirena do neke
projektivne ravni dodavanjem jedne zajednicke tacke svakom skupu paralelnih
pravih i spajanjem novih tacaka tako da ¢ine jednu dodatnu pravu.
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Ako u nekoj tvrdnji koja vazi u projektivnoj ravni, zamijenimo pojmove
"tacka" i "prava" i pojmove "sadrzi" i "sadrzana u", onda dobivamo dualnu
turdnju projektivne ravni. Aksiome projektivne ravni mogu se formulisati tako
da se ne mijenjaju pri zamjeni navedenih pojmova. To znaci, da ako u pro-
jektivnoj ravni vazi neka teorema, onda u toj projektivnoj ravni vazi i dualna
teorema. Dualnost daje prednosti, jer je moguce da umjesto dvije teoreme afine
ravni, treba dokazati samo jednu odgovarajucu teoremu projektivne ravni.

Kolineaciju projektivnih ravni definiSemo kao izomorfizam koji ¢uva kolin-
earnost tacaka.

2.2 Koordinatizacija afinih i projektivnih ravni

Greki geometri su uveli pojam "geometrijske algebre" za sabiranje i mnozenje
duzi. Sabiranje se izvodi paralelnim pomjeranjem (translacijom), dok mnoZenje
koristi proporcionalnost duzi.Pretpostavljamo da ¢italac poznaje definicije ovih
operacija u sintaktickoj geometriji.

Da bi u afinoj ravni sabiranje bilo asocijativno i komutativno, a dobro defin-
isano mnozenje asocijativno, treba da je zadovoljena teorema Deezarga. Da bi
mnoZzenje bilo komutativno treba da je ispunjena teorema Papusa. Teoreme
Dezarga i Papusa se formulisu i dokazuju koriste¢i samo paralelnost, pa zbog
toga imaju smisla u afinoj ravni. Formulacija i dokaz ovih teorema pomoéu kon-
gruencije i sli¢nosti nemaju smisla u afinoj ravni. FormuliSemo sljede¢e dvije
teoreme koje daju sinteticku karakterizaciju sabiranja i mnozenja u afinoj ravni.

Teorema 2.1 U odnosu na dvije fiksirane tacke O i I svaka prava afine Dezargove
ravni je prsten sa dijeljenjem. Za svaki prsten sa dijeljenjem D koordinatna
ravan D? je prsten sa dijeljenjem.

Teorema 2.2 Papusova teorema vazi u Dezargovoj afinoj ravni ako i samo ako
je mnoZenje tacaka na pravim te afine ravni komutativno.

O

Dalje se pokazuje da svaka Dezargova afina ravan moze biti posmatrana kao
D?, za neki prsten sa dijeljenjem, preimenovanjem njegovih tacaka u uredjene
parove elemenata prstena D i pridruzivanjem linearne jednacine svakoj pravoj.
Ako vazi Papusova teorema, onda je mnoZenje komutativno, pa se takva afina
ravan moze smatrati poljem. Opisana korespondencija afinih ravni i prstena
sa dijeljenjem (ili polja, u sluc¢aju da vazi Papusova teorema u toj afinoj ravni)
daje nam koordinatizaciju afine ravni.

Svako polje je i prsten sa dijeljenjem. Teorema J. C. M. Wedderburn-a (1882-
1948) kaze da je svaki konacan prsten sa dijeljenjem polje. Zbog toga primjer
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nekomutativnog prstena sa dijeljenjem treba traziti medju beskona¢nim prsten-
ima sa dijeljenjem. Jedan takav prsten sa dijeljenjem predstavljaju kvaternioni,
to jest skup H = {a + bi + ¢j + dk|a, b, c,d € R}. Kvaternioni ne ¢ine polje, jer
je ij # ji. Afina ravan nad H je prsten sa dijeljenjem, ali nije polje.

Nakon §to smo uveli koordinatizaciju afinih ravni, mozemo definisati vek-
torske prostore. Vektorski prostori se mogu definisati i nad prstenom sa dijel-
jenjem i nad poljem. U sluc¢aju da definiSemo vektorski prostor nad prstenom
sa dijeljenjem treba voditi rac¢una sa koje strane se vrii mnozenje skalarom §to
daje lijeve i desne vektorske prostore.

U primjeru 2.4 realna projektivna ravan je definisana tako da se sastojala od
klasa ekvivalencije tordimenzionalnih vektora kao njenih tacaka i pravih koje
zadovoljavaju linearne homogene jednacine. Svaka Dessargues-ova projektivna
ravan moze biti predstavljena na ovaj nacin, ali ¢e umjesto realnih brojeva biti
koristeni proizvoljni prsteni sa dijeljenjem.

Svaka projektivna tacka odredjena je vektorom (p,q,r) # 0 i sadr7i sve
lijeve umnoske od (p, ¢, 7). Sli¢no, svaka homogena linearna jednacina xa + yb+
zc¢ = 0 je odredjena vektorom (a,b,c) # 0 i ekvivalentna je svim jednacinama
odredjenim desnim umnosscima (am, bm, cm) sa m # 0. Dakle, postoji dualnost
izmedju projektivnih tacaka i ekvivalentnih jednacina koja reverzira lijevo i
desno mnozenje.

Projektivne tacke u D3 mogu biti opisane sa {(p, ¢,1)|p, ¢ € D}U{(p, 1,0)|p €
D} U {(1,0,0)}. Svaka homogena jednafina je ekvivalentna sa tacno jednom
jednacinom oblika x + yb+cz =0, y + zc =0, ili z = 0.

Sa tackama kao klasama ekvivalencije i pravim kao skupovima tacaka koje
zadovoljavaju homogene linearne jednacine, dobivamo projektivnu ravan. Obr-
nuto, svaka Dezargova projektivna ravan moze se koordinatizovati na ovaj nacin.

Ravni koje nisu Dezargove, takodje mogu biti koordinatizovane, ali dobiveni
koordinatni sistemi nisu jedinstveni ve¢ zavise od izbora pocetne tacke i prave
u beskonaénosti. Takodje postoje razne metode za koordinatizaciju ravni koje
nisu Dezargove.

2.3 ViSedimenzionalni afini i projektivni prostori

Definicija 2.1 Afini prostor A je uredjena trojka (P, L, E), gdje je A neprazan
skup elemenata koje zovemo tacke, a L i E su kolekcije tacaka koje zovemo prave
i ravni, respektivno, a zadovoljavaju sljedeée aksiome:

AR1. Za svake dvije razli¢ite tacke P i QQ postoji jedinstvena prava (P, Q) koja
th sadrzi.

AR2. Ako su P, Q i R tri nekolinearne tacke, tada postoji jedinstvena ravan
a(P,Q, R) koja ih sadrzi.

AR3. Ako je tacka P van prave [, tada postoji jedinstvena prava m, koja sadrzi
tacku P, 1l i m su u istoj ravni i lNm = (.

ARY. Ako jel || k, k || m, tada je il || m.
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Dezargova teorema moze biti dokazana u afinom prostoru koji ima vise od
jedne ravni. Odatle slijedi da u afinom prostoru, koji se ne svodi na jednu ravan,
prave mogu da se predstave kao prsten sa dijeljenjem, a ravni onda mogu biti
koordinatizovane pojedina¢no, kao §to je ranije izloZeno. Svaka dva prstena sa
dijeljenjem, konstruisana nad istim Dezargovim afinim prostorom, su izomorfni.

Za svaki vektorski prostor F, nad prstenom sa dijeljenjem D, afini prostor
A(F™) = (P,L,€E) se moze definisati tako da ima skup tacaka P = F" =
{(z1,22,...,2n)|z; € F,0 <i<n},skup pravih L 3] = {u+vtju,v e F" v #
0,t € F}iskupravni € 3 a = {u+vi+wslu,v,w € F" v #0,w # 0;t,s €
F'}. Obrnuto, ako u afinom prostoru vazi Dezargova teorema, tada se on moze
koordinatizovati kao prsten sa dijeljenjem.

U radu sa vektorima defini§emo rastojanje izmedu dvije tacke, kao duzinu
vektora P@Q koji spaja tacke P i ). Ovo je moguce izvesti ako standardni trodi-
menzionalnalni prostor posjeduje strukturu afinog prostora. To znaéi da postoji
nacin da se bilo koja tacka P translira za dati vektor v. Rezultat translacije
zapisujemo sa P+wv. Pri tome translacija + mora da zadovolji sljedece uslove:

1. Za svaki vektor v, P — P + v je injektivna
2. Za svaku tacku P, P+ 0 =P

3. Za svaku tacku P i vektore v, w, (P+v)+w =P+ (v+w)

Postojanje vektora P(@ koji spaja tacke P i @ je posljedica afinosti. Kao §to
smo vidjeli, uobi¢ajena kooridinatizacija prostora je takodje posljedica aksioma
afinosti. Ako tome jo§ dodamo postojanje skalarnog proizvoda vektora, mogu se
definisati pojmovi kao to su udaljenost, uglovi i ortogonalnost, a tada se veliki
broj problema iz geometrije moze rjesiti analiticki.

Definicija 2.2 Projektivni prostor je uredjeni par (P, L), gdje je P neprazan
skup ciji se elementi nazivaju tacke, L je neprazna kolekcija podskupova P ¢igji
se elementi nazivaju prave, a zadovoljavaju sljedeée aksiome:

PR1. Za svake dvije razlicite tacke P i Q postoji jedinstvena prava [(P, Q) koja
ith sadrzi.

PR2. (PaSova aksioma) Ako su A, B, C, i D razlicite tacke, takve da postoji
tacka E € (A, B)NI(C, D), onda postoji i tacka F € I(A,C)NI(B, D).

PRS3. Svaka prava sadrzi najmange tri tacke. Nisu sve tacke kolinearne.

Dezargova teorema vazi u projektivnim prostorima koji sadrze vise od dvije
ravni i moze se dokazati da se ti prostori mogu koordinatizovati prstenom sa
dijeljenjem. Samo u projektivnim ravnima moze se desiti da Dezargova teorema
ne vazi.

Racunarski, projektivni prostori nisu vektorski prostori. Takvi prostori nisu
dobar algebarski model za rac¢unanje na kompjuteru. Sta vise ne mogu se do-
davati ni tacke u projektivni prostor. Ali, bez neke algebre tacaka nije moguce
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predstaviti mnoge standardne parametarske krive i povrsi u gafici, kao §to su
Bezier i B splajnovi za krive i povr§i u projektivnhom prostoru. Bez pojma
sabiranja ili skalarnog proizvoda, projektivni prostori ne mogu podrzati algo-
ritme sjencenja i preslikavanja tekstura zasnovanih na linearnoj interpolaciji.
Mnozenje matrica je moguée u projektivnom prostoru, ali ne moze se reé¢i da
se mnoZenje matrica prenosi i na sabiranje po$to ne postoji pojam sabiranja
tacaka u projektivnom prostoru.

3 Vektorski prostori

3.1 Definicija vektorskog prostora

Neka je K komutativno tijelo. Vektorskim prostorom nad K, ili K —vektorskim
prostorom, naziva se skup V snadbjeven algebarskom strukturom definisanom
pomocu dvije operacije:

e jednom unutrasnjom operacijom, koja preslikava V' x V u V, koja se naziva
sabiranje

(z,y) =z +y
e jednom spolja§njom operacijom, koja preslikava K x V u V, koja se naziva
mnozenje

(o, ) = az, ili (a,2) —» a-x

Pri tom ove dvije operacije zadovoljavaju slijedeée uslove:

1. U odnosu na sabiranje, skup V je komutativna grupa, sa neutralnim ele-
mentom 0,

2. Za svaki par («, 8) iz K i svaki element z iz V' vazi
o (B) = (aB) - o
lz ==,
gdje 1 oznacava jedini¢ni elemenat tijela K,
3. Za svaki par (o, 8) elemenata iz K i svaki par (x,y) elemenata iz V vaZi
(a+f) z=a-z+8 o
a-(z+y)=a-z+a-y.

Elementi V nazivaju se vektori, a elementi K nazivaju se skalari.
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3.2 Operacije sa vektorima

U racunarskoj grafici najceSce se upotrebljava pravougli Dekartov koordi-
natni sistem. Osnovne operacije u tom sistemu su:

sabiranje (z,y,2)+ (¢/,¢,2)=(x+ 2,y + vy, z+2'),
oduzimanje (x,y,2) — (2/,y, ') =(x — 2,y — ¢,z — 2'),
skaliranje \(z,y,z) = (Az, \y, Az),

skalarni proizvod (z,y,z) - (2/,y',2") = za’ + yy' + 27/,

norma |v|| = ||(z,y,2)|| = Vv-v =22+ y?+ 22,

vektorski proizvod (z,y,z) x (¢/,y,2') = (2 — 2y, za’ — o'z, 2y’ — yz').

3.3 Geometrijska interpretacija operacija sa vektorima

Ako je ¢ ugao izmedju dva vektora u i v, tada skalarni proizvod tih vektora
moZzemo zapisati u obliku

w-v = [[ull[vfcose.

DuZina (veli¢ina, norma) vektora v u trodimenzionalnom prostoru R?® se
ratuna pomocu skalarnog proizvoda ||v|| = /v - v.

Jedini¢ni vektor, koji ima isti smjer i pravac kao vektor v racuna se dijeljen-
jem vektora njegovom duzinom: v/|v||.

Projekcija vektora v na jedini¢ni vektor u jednaka je vektoru (u - v)u.

Ugao ¢ izmedju dva vektora u i v racuna se po formuli

u-v
cosp = ————.

[l {1l

Rastojanje izmedju dvije tacke P(x1,x2,23) 1 Q = (y1, Y2, y3), ratuna se po
formuli

d(P,Q) = /(z1 — y1)? + (z2 — 12)2 + (x5 — y3)2.
Dva vektora « i v su ortogonalni ako je u - v = 0.
Neka dva vektora u,v pripadaju ravni 7. Ravan 7 dijeli prostor R?® na dva
polu-prostora. Izaberimo proizvoljno jedan od tih polu-prostora i zovimo ga
gornji polu-prostor. Gledajuéi dva vektora u,v iz gornjeg polu-prostora, neka

je ¢ ugao izmedju njih, mjeren u smjeru obrnutom kretanju kazaljke na satu.
Tada je u x v vektor ¢ija je veli¢ina jednaka

[u x o = [lul[f|v]|sing

smjer mu je na gore i normalan je na ravan 7.
Uslov kolinearnosti vektora u i v je u x v = 0.
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Iz geometrijske interpretacije vektorskog proizvoda sijedi da je vektor nor-
malan na ravan paralelnu vektorima u i v kolinearan sa vektorom u X v.

Zapemina paralelopipeda ¢ije su tri ivice paralelne vektorima u = (1, 22, 3),v =
(Y1, Y2, y3), w = (21, 22, 23) 1 imaju duzine koje su jednake intezitetima tih vek-
tora, respektivno, jednaka je apsolutnoj vrijednosti determinante

X1 X9 I3
det(u,v,w)=u-(VxXw)=| 11 Y2 Y3
Z1 V) zZ3

Proizvod u - (v X w) naziva se mjeSoviti proizvod vektora u, v i w.

3.4 Baza vektorskog prostora

Neka je S = {v1,v2,...,v,} skup vektora i neka su A, \g,..., A\, skalari.
Tada vektor w = Ajvy + - -+ + A\, v, nazivamo linearnom kombinacijom vektora

v1,V2,...,V, . Skup svih linearnih kombinacija vektora iz skupa S je vektorski
prostor koji je razapet vektorima skupa S = {v1,va,...,vp}.

Skup vektora S = {v1,va,...,v,} je linearno nezavisan ako iz Adjv; + -+ +
AU =0slijjedidaje Ay =X =--- =X, =0.

Skup linearno nezavisnih vektora koji generiSu vektorski prostor nazivamo
bazom toga prostora.

U trodimenzionalnom prostoru baza ima tri elementa. Oznacimo ih sa
e1,e2,e3. Ako za e; 1 e;, pri Cemu su i,j € {1,2,3}, vazie;-e; =0, za i # j
tada kaZemo da je baza ortogonalna. Ako jeie;-e; =1, za i = j, onda kazemo
da je baza ortonormirana.

U ortonormiranoj bazi svaki vektor v ima zapis

v=(v-er)er+ (v-ea)es + (v-es3)es.

4 Koordinatni sistemi

Linija u 3D racunarskoj grafici je predstavljena pomocu dvije krajnje tacke
u prostoru. lako je ekran racunara ravan i 2D, dubina se predstavlja sve veéim
umanjivanjem objekata $to su udaljeniji od oka posmatraca. To je simulacija
prirodnog ljudskog ¢ula vida, posto su o¢i posmatraca na maloj udaljenosti
i omogucuju, gotovo simultano, gledanje na objekat i shvatanje dubine stere-
oskopski.

4.1 Dekartove koordinate

U racunarskoj grafici se najcesée upotrebljava pravougli Dekartov koordi-
natni sistem. Dekartov koordinatni sistem (Slika 1) se obi¢no karakteriSe sa tri
uzajamno orotgonalne ose x, y, z. Tacke u prostoru su jednozna¢no odredjene
uredjenom trojkom (z,y, z).
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Figure 1: Dekartov koordinatni sistem

Konvencija o medjusobnom polozaju koordinanih osa razlikuje se u racu-
narskoj grafici od konvencije u matematici. U rac¢unarskoj grafici, x—osa pokazuje
desno, y—osa pokazuje gore, a z—osa pokazuje u pravcu posmatraca. Takva
konvencija je usvojena uglavnom zbog toga §to z—osu i y—osu zadrzava u istoj
poziciji kao u sluéaju xy—ravni. Nedostatak je §to se neki tesko navikavaju na
takav koordinatni sistem.

4.2 Neki drugi koordinatni sistemi

Od ostalih koordinatnih sistema u rac¢unarskoj grafici se ponekad upotrebl-
javaju cilindri¢ni, sferni, baricentri¢ni i generalisani koordinatni sistemi.

4.2.1 Cilindriéne koordinate

U cilindri¢nom koordinatnom sistemu (Slika 2) tacka se zadaje kao uredjena
trojka brojeva (¢, p, z). Ugao ¢ naziva se azimutni ugao ili jednostavno azimut.
Koordinata z ima isto znacenje kao u Dekartovom sistemu. Sa cilindri¢nih na
Dekartove koordinate i obrnuto, prelazi se pomocéu veza:

— peos(y)
psin(p)

[SISI
I

4.2.2 Sferne koordinate

U sfernom koordinatnom sistemu (Slika 3 tacka se zadaje uredjenom trojkom
brojeva (r, ¢, ). Broj r predstavlja rastojanje tacke od koordinatnog pocetka,
a v je azimut, kao u cilindri¢nim koordinatama. Ugao 6 se naziva polarni ugao
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#a

Figure 2: Cilindri¢ni koordinatni sistem

i predstavlja ugao izmedju z—ose i linije koja spaja tacku sa koordinatnim
pocetkom. Uvijek vaze relacije 0 < 6 < 7. Sa sfernih koordinata na Dekar-
tove koordinate i obrnuto, prelazi se pomocu veza:

x = rcos(yp)sin(0)
y= rsin(p) sin(6)

z= r cos(0)
fr 8, @)
g
L
do
F'l," |
! I
! 1
8 / :
!
= |
; I
] 1
L Ay
v | '
" |
~ |
-
-\\\ !
R

Figure 3: Sferni koordinatni sistem
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4.2.3 Generalisane koordinate

Neka su generisane koordinate date uredjenom trojkom (u, ug, u3) u sistemu
S. Ako su odgovarajuée Dekartove koordinate date funkcijama x(uq,us,us),
y(u1,ug,us), z(u1, ug, us), tada se parcijalnim diferenciranjem dolazi do kovari-
jantne baze sistema S. Skalarni proizvodi kovarijantnih vektora baze daju nam
metricki tenzor koji je zgodan za rac¢unanje duzina, povrina i zapremina, na
uniforman nacin, u razli¢itim koordinatnim sistemima.

4.2.4 Baricentri¢ne koordinate

Dekartove pravougle koordinate su odstojanja od koordinatnog pocetka. Os-
tali koordinatni sistemi, kao Sto su cilindri¢ni, sferni ili polarni i njihove gener-
alizacije, takodje zahtijevaju postojanje koordinatnog pocetka. Sa druge strane,
baricentri¢ne koordinate, lociraju tacke u odnosu na postojeéu tacku, umjesto
u odnosu na koordinatni pocetak. Zbog toga se smatraju lokalnim koordi-
natama. Ako su p, ¢, r tri nekolinearne tacke, tada se tacka u = ap + Bq + yr
saa+ 8+ =110 < a, 5,7 < 1 naziva tezinska sredina trougla. Za
svaku tacku u trougla Apgr, postoje jedinstveni «, 3, koji zadovoljavaju uslov
u = ap + By + yr i nazivaju se baricentricne koordinate tacke u. U rac¢unarskoj
grafici se Cesto koriste kod interpolacije, ekstrapolacije, odredjivanja polozaja
tacke u odnosu na figuru, kod ra¢unanja povrsina i zapremina dijeljenjem, u
radu sa Bezierovim krivim.

4.2.5 Homogene koordinate

Homogene koordinate daju metod kori§tenja uredjene ¢etvorke realnih bro-
jeva za rad sa tackama u 3D prostoru. Ako su x, y, z, w € Riw # 0, tada su
x, y, z, w homogene koordinate tacke (x/w,y/w,z/w) iz 3D.

Iz definicije slijedi da etvorke z, y, z, w i x’, ¢/, 2/, w’ predstavljaju istu
tacku iz 3D ako i samo ako postoji realan broj o # 0 takav da je v = az’,y =
ay',z = ay’,w = aw’. Standardnu uredjenu trojku (x,y, z) izjednac¢avamo sa
uredjenom ¢etvorkom (z,y, z,1). Tada uredjena ¢etvorka (z,y, z, w) predstavlja
tacku (z/w,y/w,z/w) u standardnom prostoru. Na Slici 4 se vidi da se sa
figurama iz 2D moZe jednako raditi u ravni w = 1, ali i u bilo kojoj ravni
w=a,0<a#l

Pri w = 0 homogene koordinate predstavljaju nedostiznu tacku (tacku u
beskonacnosti). U racunarskoj grafici se slu¢aj w = 0 ponekad koristi za pred-
stavljanje pravca. Ipak, uvijek se zahtijeva da makar jedna od komponenti
z, Y, z, w bude razli¢ita od nule. Sa bekona¢nim tackama i pravim radi se na
prirodan na¢in u homogenim koordinatama.

Uvodjenje homogenih koordinata moze izgledati ¢udno ili slabo motivisano.
Naprotiv, to je veoma vazan alat za predstavljanje tacaka u racunarskoj grafici.
Homogne koordinate omoguc¢avaju da se neka afina transformacija predstavi
jednom matricom. Projektivne transformacije svode se na linearne transforma-
cije u Cetvorodimenzionalnom prostoru. Interpolacija je olakSana u homogenim
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koordinatama, a omogucéuju i da se Bezierovim krivim i krivim B-splajnova
predstave krugovi i konusni presjeci.

Y

Figure 4: Homogene koordinate i tacke u ravni w =1
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