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SEST NACINA ZA RJESAVANJE
JEDNE ALGEBARSKE NEJEDNAKOSTI
(Six ways to solve of one algebraic inequality)

Dragoljub Milo3evi¢' i Aleksandra Milicevié’

Sazetak: U ovom radu dajemo Sest dokaza sljedece nejednakosti

a b 2
=+ <
ka+b kb+a k+1

gdjesu a, b, k pozitivni realni brojeviik > 1.

Kljuéne rijeci: algebarska nejednakost, nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine, konkavna funkcija.

Abstract: In this paper we give six proofs of the following inequality

a b 2
=+ <
ka+b kb+a k+1

where a, b, k be the positive real numbers and k > 1.
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Ovdje dajemo 3est dokaza nejednakosti za pozitivne brojeve
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a . b < 2 k> 1 L
ka+b kb+a  k+1 - @

Dokaz 1. Ako stavimo
ka+b=Aikb+a=B,

poslije sabiranja ovih jednakosti dobijamo (k + 1)(a + b) = A + B, tj.
+bh = ! (A+B)
a - k+ 1 .

Sada je

1

] (Bk — 4), k+ 1.

(Ak—B) i b=

a= K2 —1

Tada imamo

M—a+b—12k<B+A)
" ka+b kb+a k2-1 A B/

Na osnovu aritmeti¢ko-geometrijske nejednakosti dobijamo

B+A>2 BA_2
A B~"JA B 7
pa je
< —
M_k2_1(2k 2)

=2 i vazi
= k=>1, tjvazi(l).3

Dokaz 2. Izraz M moZemo napisati kao

a? + b? + 2kab

M= @@+ + (k2 + Dab

1 1+ (k? = 1)ab )
Tk k(aZ + b2) + (k2 + 1)ab )’ )

% Lako se utvrduje da nejednakost (1) vrijedi i za k =1.
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S obzirom da je

a’?+b%?>2abik > 1,

iz (2) slijedi
1 (k? — 1)ab 1 2k(k +1)
M<=(1+ ==,
K\~ " 2kab+ (k2 +Dab) k (k+ 1)2
_ 2
T k+1

Dokaz 3. Imamo redom:

1 (k+1)a+b—b+(k+1)b+a—a
T k+1 ka+b kb +a

1 2+ ( b)( 1 1 )
Tk+1 a ka+b kb+a

1 (a—b)*(1—-k)
= 2+ : (3
k+1 (ka + b)(kb + a)
S obzirom da je k > 1, iz (3) proizlazi
1 2
<—02-0=——
M= k+1(2 0) k+1
Dokaz 4. Nejednakost (1) je ekvivalentna sa
1 . 1 - 2 =1 @)
PRURPTEVES S
a
Ako u (4) stavimo
b a
P =x 1 b =Y,
dobijamo
. 1 1 2 2k+x+y 2
xy=11

+ < <
k+x k+y_k+1®k2+k(x+y)+1_k+1
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& (k+1)2k +x+y) < 2(k* + kx + ky + 1)
©2k-1)<k-Dkx+y)
© x+y=>2 jerje k>1

Posljednja nejednakost je ta¢na zbog x +y = 2. /xy i xy = 1.

Dokaz 5. Postavljena nejednakost je ekvivalentna sa

ka+b—b+kb+a—a< 2k
ka+b kb+a ~k+1

tj. sa

a b 2

> >
wra karprxr =t ®)

Na osnovu AG nejednakosti, je

Ya?+2p2 22 [2a2 Zp2
x" Ty x©y

= 2ab, (a,b,x,y>0).

Dodavanjem obema stranama ove nejednakosti po a? + b? dobijamo

x+ +x a’? b?
Y2 +7 b222ab+az+b2<:>(x+y)<—+—>2(a+b)2
x y x y

a? b? (a+Db)?
S —+—2 .
x oy x+y

(6)
Ako u (6) stavimo

x=a(kb+a)i y=b(ka+Db),
dobijamo

a b a? b? (a + b)?
+ = =+ >
kb+a ka+b a(kb+a) b(ka+b)  2kab+ a? + b2
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_ (a+ b)?
" (a+b)?+2(k —1)ab.

)

Kako je ta¢no

(a + b)?

(a—b)>>0s (a+b)?>4ab © 2ab < >

iz (7) slijedi

a b (a + b)?

kb+a ka+b- k=1
(a+b)* +—

(a +Db)?

=2
—k+1,k21.

Ovim je dokazana nejednakost (5), a samim tim i traZena nejednakost (1).

Dokaz 6. Posmatrajmo funkciju koja glasi

X

S — =a+bik=>1.
m+(k—1)x'm a+bi k=1

f(x) =

Njen drugi izvod je

21 -k)m

f'ix) = s (=)

Zak>1 je f"(x) <0, pajefunkcija f konkavna. Zbog toga, imamo

)+ fla) = B T2 < of (22)

m+(k-1)x; m+(k—1)x,

_ 2(xq + x3)
S 2m+ (k- 1) +xp)

(8)

Ako u (8) stavimo
m=a-+b, x;=aix,=h,

dobijamo Zeljenu nejednakost (1).

Napomena. Koristenjem ideje iz dokaza 3 moZemo lako ustanoviti da vrijedi sledec¢a
nejednakost
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a b
=+ >
ka+b kb+a k+1

za0<k<1
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