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DEVET NACINA ZA
RJESAVANJE JEDNOG ZADATKA O TROUGLU

(Nine ways to solve a problem on the triangle)

Bratislav Sredojevi¢' i Dragoljub Milo3evi¢’

SaZetak. U ovom radu je dato devet raznih rjeSenja jednog zadatka iz geometrije koji se
odnosi na jednakokraki trougao.

Kljuéne rije¢i: jednakokraki trougao, sli¢ni trouglovi, Pitagorina i Stjuartova teorema,
sinusna i kosinusna teorema, adicione formule za sinus.

Abstract. In this paper we give nine different ways of one geometrical problem for the
isosceles triangle.

Key words: isosceles triangle, similar triangles, Pythagorean and Stewart' s theorem, sine
and cosine law, addition formulas for sine.
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Ljepota matematike, izmedu ostalog, ogleda se u razli¢itim putevima za
rjeSavanje zadataka. Ako znamo viSe razli¢itih metoda, dati zadatak moZemo
"napasti" sa raznih strana- pozicija, te su nam stoga vece Sanse da ga savladamo.
RjeSavanje nekog zadatka na viSe nacina veoma lijepo ilustruje bogatstvo ideja,
dosetki, inventivnosti i dosta doprinosi razvoju kvalitetnog razmisljanja i
matemati¢ke intuicije. Ovaj ¢lanak smatramo pou¢nim i korisnim za mlade
matematicare- srednjosSkolce i nastavnike koji rade sa nadarenim ucenicima.

Prikazat ¢emo 9 razli¢itih nadina za rjeSavanje jednog zadatka koji se odnosi
na jednakokraki trougao. U ovim nacinima koriSteno je mnoStvo Cinjenica iz
geometrije trougla, trigonometrije, itd. Rije¢ je o sljede¢em zadatku:

Neka je AB = aduzina osnovice (baze) i BC =b duZina kraka jednakokrakog

trougla ABC ¢iji je ugao pri vrhu C jednak 20°. Dokazati da vazi jednakost:
a’+b® =3ab’ *)
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RjeSenje 1. Neka je trougao AABE jednakostranican, AF = AC,CD =h i
CH =h, pri ¢emu su hi h visine trougla ABCi ACF redom (sl. 1). Ako povrsinu

trougla AABC izrazimo na dva nacina, dobijamo da je P = %ah = %bhl, odakle je

hlz%h. Pravougli trougao AHCEima ugao od 30°(ZCEH) pa je

CE = 2CH = 2h, = zah 1 a+/3 = DE =CD - CE = h—z;;h i,
2a
—a\/§ =h@-=5). 1
> ( 0 ) 1)
Primjenom Pitagorine teoreme na pravougli trougao AACD imamo h? =b? — (%)2
, pa kvadriranjem jednakosti (1) dobijamo
3, , a’ 2a,,
—a‘=b"-—)@1--—)°. 2
1 ( 1 )( b) )

Ako u (2) stavimo a =k -b, imamo
k®-k®-3k? +4k-1=(k-D(k®*-3k+1) =0,
a ova jednakost je, zbog k =1, ekvivalentna sa k®—-3k+1=0. Posljednja

jednakost je ekvivalentna dalje sa a® +b* = 3ab?jer je k = %.

C

Slika 1
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RjeSenje 2. KonstruiS§imo polupravu Axtako da je ZxAa=20° i na njoj
odaberimo tacke Di Etako da D € BCi CE L AE ( sl. 2). Trouglovi AABCi

: a’
ABAD su sli¢ni, paje BD:a=a:btj. BD :F, Sto znadi da je

2

a
CD=b-——. 3
0 )

S obzirom da je ZCAE =60°, u pravouglom trouglu AACE je AE = %bi
CE = %b\/g( prema Pitagorinoj teoremi). Iz pravouglog trougla ACDE , zbog

CE :%b\/gi DE =%b—a, dobijamo

b 3
CD? = (= —a)’ +>b’. 4
(2 ) 1 4)

Na osnovu jednakosti (3) i (4) dobijamo traZzenu relaciju (*).

RjeSenje 3. Na kraku BC odredimo tacku D tako da je Z/CAD = ZACB = 20°.
(sl. 3). Trougao AADC je jednakokraki, pa je AD =CD = Xx. Zbog toga je
BD = b — X. Primjenom Stjuartove teoreme® na trougao AABC imamo:
BC-(BD-DC + AD?) = AC?-BD + AB*-CD
= b(x(b—x) +x*) =a’x+b?*(b—-x)
= b*x=a’x+b®-b?x
= x(2b* —a%) =b°,

tj.
b3
X=——. (5)
2b* -a’
Koristit ¢emo kosinusnu teoremu i primjenit ¢emo je na trougao AABD :

BD? = AB? + AD? —2AB- AD-cos(£BAD) ili
(b—x)* =a® +x* —2axcos60°, tj.

b? —a?
X = .
2b—a

(6)

3 Matthew Stewart (1717-1785), $kotski matematicar
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1z jednakosti (5) i (6) slijedi
b® b* —a?

b’ —a’ 2b-a
<a*-3a’h?+ab®*=0/:a=0

< a’®+b® =3ab?%, qed.
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Slika 4

Slika 3
RjeSenje 4. Na kraku BC odredimo tacku Dtako da je CD=a, a potom
konstruiSemo trougao ADCE podudaran sa AABC( sl. 4). Tada je PD| ABi

AABC ~ ACDP. Iz te sli¢nosti slijedi PD: AB=CD:BCili PD:a=a:b, tj.

2 a2

PD=2 paje EP=b-2.
b b
Na osnovu kosinusne teoreme primijenjene na trougao ACEP je
2
EP® =CP? +CE? —2CP -CE -cos60°ili (b—%)2 =a’ +b® —ab. Nakon
sredivanja posljednje jednakosti dobijamo traZzenu jednakost (*).

RjeSenje 5. Na osnovu kosinusne teoreme primijenjene na trougao AACE (sl. 1)

imamo
b2 =a? + x? + ax+/3, 7)
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jer je cos150° = —co0s30° = —g. Produzimo stranicu AE sa AG =b ( tacka

Aje izmedu tacaka G i E). Trouglovi AACEi ACGE su sli¢ni ( sl. 5), pa je
(a+b):x=x:a,tj.
x> =a(a+bh). (8)
Smijenom (8) i (7) dobijamo
X=L3(a+b)(b—2a), 9)

a3

a odavde, nakon kvadriranja i
x° =i2(a+b)2(b—2a)2. (10)
3a

1z jednakosti (8) i (10) slijedi
1
a=—0 (@+b)(b-2a)?,
a7 (a+b)( )

§to je ekvivalentno traZenoj jednakosti (*).

10910

A “ D ¢ B

2 2

Slika 5

Slika 6

Rjesenje 6. Na visini CD trougla AABC odredimo tac¢ku E tako da je AE =a
(sl. 6) . Trougao AABC je oc¢igledno sastavljen od jednog jednakostrani¢nog
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trougla AABE i dva podudarna trougla AACEi ABCE, pa je
Pasc = Pase + 2Puce» 1. %bz sin 20° = %a&@ +absin 20°, odnosno

a3

sin20° = : (11)
2b(b —2a)
Primjenom kosinusne teoreme na trougao AABC imamo
a’=b?+b*-2b-b-cos20°,
odnosno
a‘2
c0s20" =1-—,
2b
odakle, nakon kvadriranja i primjene osnovne trigonometrijske identi¢nosti,
N : \ a’
dobijamo sin®20° =1— (1—W)2, odnosno
PR 2 2
sin© 20° = W(4b —a ) . (12)

Iz jednakosti (11) i (12) slijedi 3a°b? = (4b® —a?)(b —2a)?, j.
a’—b* —a’b+4ab®-3a’h? =0, aotuda, zbog a=bi a®*+b* =3ab?.
Rjesenje 7. Na osnovu kosinusne teoreme primijenjene na trougao AACD (sl. 2)
je
CD? = AC’? + AD? —2AC - AD - c0s60°,

5to je zbog (3), ekvivalentno sa

2

b-2? —b? +a%—ab,

b

a odavde dobijamo i jednakost a® +b® = 3ab?, tj. (»).

RjeSenje 8. Kako je a = 2bsin10°i
a’ = 4b”sin?10° = 4b? %(1— c0s20°)

=2b%(1-c0s20°),
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to mnoZenjem ovih dviju jednakosti dobijamo

a® = 4b%(sin10° —sin10° - c0s20°).
Zbog
sin10° - cos20° :%(sin(ZO" +10°) —sin(20° —-10°)) =

= i(sin 30° —sin10°) = 1 Esin 10°,
2 4 2

prethodna jednakost postaje a*® = 2b®(3sin10° —%) ,a odavde imamo

a®+b® =6b°sin10° =3-(2bsin10°)-b?, tj. a® +b* = 3ab’.

RjeSenje 9. S obzirom da vazi a = 2bsin10°, to je traZena jednakost (*)
ekvivalentna sa 1+ 8sin®10° = 6sin10°, odnosno sa

sin30° = 3sin10° —4sin®10°.

Posljednja jednakost je tacna, jer je poseban slu¢aj opsSte i poznate trigonometrijske

formule sin 3t =3sint —4sin’t,teR.
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