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Korigovana �apiroova nejednakost
(Corrected Shapiro Inequality)

Nenad O. Vesi¢
1

Saºetak: Ovaj £lanak se bavi popravljanjem �apiroove nejednakosti koja
nije ta£na za proizvoljnih n pozitivnih brojeva. Nakon teoreme koja popravlja
pomenuti nedostatak �apiroove nejednakosti dokazano je jo² nekoliko zanimljivih
£injenica koje su posledice te teoreme.
Klju£ne re£i i fraze: jednakost, nejednakost, pozitivan realan broj

Abstract. Correctness of Shapiro's inequality is presented in this paper.
Some interesting properties based on corrected Shapiro's inequality are proved
also.
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1 Uvod

U praksi naj£e²¢e kori²¢ene nejednakosti me�u pozitivnim realnim brojevima
x1, x2, . . . , xn jesu nejednakosti izme�u harmonijske, geometrijske, aritmeti£ke
i kvadratne sredine zadate sa

(1)

H(x1,x2,...,xn)︷ ︸︸ ︷
n

1
x1

+ 1
x2

+ . . .+ 1
xn

≤ n
√
x1x2 . . . xn

≤ x1 + x2 + . . .+ xn

n︸ ︷︷ ︸
A(x1,x2,...,xn)

≤
√

x2
1+x2

2+...+x2
n

n

Odgovaraju¢e jednakosti vaºe ako i samo ako je x1 = x2 = . . . = xn. Nejed-
nakosti (1) su detaljnije ispitane i pro²irene u [1].
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1.1 O Nesbitovoj nejednakosti

Nesbitova nejednakost [2] utvr�uje odnos me�u pozitivnim realnim brojevima
a, b i c jedna£inom

(2)
a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
≥ 3

2
.

Postoji oko dvadesetak razli£itih dokaza nejednakosti (2).

1.2 O �apiroovoj nejednakosti

Op²tija verzija Nesbitove nejednakosti je �apiroova nejednakost [3], koja pokazuje
odnos izme�u pozitivnih realnih brojeva x1, x2, . . . , xn zadata sa

(3)
n∑

i=1

xi

xi+1 + xi+2
≥ n

2
.

�apiro je imao dokaz da ta nejednakost vaºi za n = 4 pa je, u £asopisu Amer-
ican Mathematical Monthly 1956. godine, postavio zadatak da se dokaºe ta
nejednakost za proizvoljno n ∈ N.

Dve godine nakon toga, u istom £asopisu u £lanku [4], dat je kontraprimer
u kome je pokazano da ta nejednakost nije zadovoljena za proizvoljnih 20 pozi-
tivnih realnih brojeva.

Remark 1.1 U Nesbitovoj i �apiroovoj nejednakosti pretpostavljeno da je vaºi
n+ k = k, za k = 1, 2.

1.3 Motivacija

U ovom £lanku je prikazana generalizacija �apiroove nejednakosti koja ¢e vaºiti
za proizvoljnih n pozitivnih realnih brojeva x1, x2, . . . , n gde je n proizvol-
jan prirodan broj. Pored toga, dato je nekoliko primera kada u korigovanoj
�apiroovoj nejednakosti vaºi jednakost. Detaljniji rad o korigovanoj �apiroovoj
nejednakosti, u kome je prikazano kada vaºi jednakost u korigovanoj �apiroovoj
nejednakosti, bi¢e upu¢en na recenziju u nau£ni £asopis.

2 Korekcija i uop²tenje �apiroove nejednakosti

Neka je, za pozitivne realne brojeve x1, x2, . . . , xn, skup
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Sl
k = {xk, xk+1, . . . , xk+l−1};(4)

mk = Min(Sk);(5)

Mk = Max(Sk);(6)

m = Min{m1,m2, . . . ,mn};(7)

M = Max{M1,M2, . . . ,Mn}.(8)

Nije te²ko dokazati da je

m = Min{x1, x2, . . . , xn};(9)

M = Max{x1, x2, . . . , xn}.(10)

Primera radi, ukoliko je

m0 = Min{x1, . . . , xn}

to je m0 element bar jednog od skupova Sl
k. Samim tim, broj m0 u£estvuje u

izra£unavanju broja m odakle sledi da je

m = m0.

Analogno se pokazuje i drugi slu£aj.
Dokaºimo narednu teoremu.

Teorema 2.1 Neka su r i l proizvoljni prirodni brojevi. Pozitivni realni brojevi
x1, x2, . . . , xn zadovoljavaju nejednakost

∑n
i=1

∑r−1
k=0 xi+k∑l−1

j=0 xi+r+j
≥ r

l

∑n
i=1

mi

Mr+i
≥ n r

l
m
M ,(11)

gde je xkn+d = xd,mkn+d = md,Mkn+d = Md, za 1 ≤ d ≤ n.

Dokaz. Uo£imo najpre da elementi xi skupova Sr
k i Sl

k+r sa odgovaraju¢im
minimumom mk i maksimumom Mk+r zadovoljavaju nejednakost

xk + xk+1 + . . .+ xk+r−1

xk+r + xk+r+1 + . . .+ xk+r+l−1
≥ r

l
· mk

Mk+r
.

Zaista, s obzirom na to kako su mk i Mk+r de�nisani (vidi (4, 5)), to je

xk + xk+1 + . . .+ xk+r−1

xk+r + xk+r+1 + . . .+ xk+r+l−1
≥

r︷ ︸︸ ︷
mk +mk + . . .+mk

Mk+r +Mk+r + . . .+Mk+r︸ ︷︷ ︸
l

=
r

l

mk

Mk+r
.
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Sada je jasno da je
n∑

i=1

∑r−1
k=0 xi+k∑l−1

j=0 xi+r+j

≥ r

l

n∑
i=1

mi

Mr+i

S obzirom na de�niciju m i M jasno sledi da je

(*)
mi

Mr+i
≥ m

M

a odatle je jasno da je

r

l

n∑
i=1

mi

Mr+i
≥ n

r

l

m

M
,

£ime je ova teorema dokazana. 2

Ispitajmo neke specijalne slu£ajeve kada ¢e vaºiti jednakosti u nejednakos-
tima (11).

x1 = x2 = . . . = xr = m
x2 = x3 = . . . = xr+1 = m

. . .
xn = x1 = . . . = xr−1 = m

(12)

Iz (12) jasno sledi da, ukoliko je r ≥ 2, onda je

x1 = x2 = . . . = xn.(13)

Iz prethodnog sledi da je

m1 = m2 = . . . = mn = m = x1

M1 = M2 = . . . = Mn = M = x1
(14)

pa je

mk = m = Mk = M = x1.(15)

Ovim je dokazana naredna lema.

Lema 2.1 Neka je r prirodan broj ve¢i od 1. Pozitivni realni brojevi x1, x2, . . . , xn

zadovoljavaju jednakost

r

l

n∑
i=1

mi

Mr+i
= n

r

l

m

M
(16)

ako je

x1 = x2 = . . . = xn. ⋄
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Posledica 2.1 U prethodno analiziranom slu£aju vaºi¢e jednakost i u prvoj od
nejednakosti (11) i to

∑n
i=1

∑r−1
k=0 xi+k∑l−1

j=0 xi+r+j
= r

l

∑n
i=1

mi

Mr+i
= n r

l
m
M = n r

l(17)

Razmotrimo slu£aj kada je l = s·n, s ∈ N. U tom slu£aju suma u imeniocima
svakog sabirka jednaka je s(x1 + x2 + . . .+ xn) pa je

∑n
i=1

∑r−1
k=0 xi+k∑l−1

j=0 xi+r+j
= r(x1+x2+...+xn)

s(x1+x2+...+xn)
= r

s .(18)

U narednoj lemi ispitan je slu£aj kada je r = s · n, s ∈ N.

Lema 2.2 Ukoliko je r = s · n, s ∈ N i l = 1 onda pozitivni realni brojevi
x1, x2, . . . , xn zadovoljavaju nejednakost

n∑
i=1

∑r−1
k=0 xi+k∑l−1

j=0 xi+r+j

≥ sn2,(19)

pri £emu jednakost vaºi ako i samo ako je x1 = x2 = . . . = xn.

Dokaz. Brojilac svakog od sabiraka u sumi

n∑
i=1

∑r−1
k=0 xi+k∑l−1

j=0 xi+r+j

jednak je s(x1 + x2 + . . .+ xn). Odavde je jasno da je

n∑
i=1

∑r−1
k=0 xi+k∑l−1

j=0 xi+r+j

= s(x1 + x2 + . . .+ xn) ·
n∑

i=1

1∑l−1
j=0 xi+j

= s · n · x1 + . . .+ xn

n
· n · 1

n

(
1

x1
+ . . .+

1

xn

)
= s · nA(x1, x2, . . . , xn) · n

1

H(x1, x2, . . . , xn).

S obzirom na to da je

H(x1, x2, . . . , xn) ≤ A(x1, x2, . . . , xn),

to je

A(x1, x2, . . . , xn)

H(x1, x2, . . . , xn)
≥ 1,
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pri £emu jednakost vaºi ako i samo ako je x1 = x2 = . . . = xn. Iz prethodnih
nejednakosti jasno sledi da je

n∑
i=1

∑r−1
k=0 xi+k∑l−1

j=0 xi+r+j

≥ sn2,

pri £emu jednakost vaºi ako i samo ako je x1 = x2 = . . . = xn, £ime je ova lema
dokazana. ⋄

Treba jo² odozgo ograni£iti vrednost

(20)
n∑

i=1

∑r−1
k=0 xi+k∑l−1

j=0 xi+r+j

.

Analogno dokazu Teoreme 2.1, vrlo jednostavno se dokazuje slede¢a teorema.

Teorema 2.2 Neka su r i l prirodni i neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni realni
brojevi. Vaºe nejednakosti∑n

i=1

∑r−1
k=0 xi+k∑l−1

j=0 xi+r+j
≤ r

l

∑n
i=1

Mi

mr+i
≤ n r

l
M
m .(21)

Leme i posledice analogne prethodno dokazanim lemama i posledicama vrlo
je jednostavno mogu¢e dokazati, ²to autor ostavlja £itaocu kao zadatak. Kao
zavr²no tvr�enje predstavimo narednu teoremu.

Teorema 2.3 Neka su r i l proizvoljni prirodni a x1, x2, . . . , xn proizvoljni poz-
itivni realni brojevi. Vaºe nejednakosti

n · r
l ·

m
M ≤ r

l

∑n
i=1

mi

Mr+i

≤
∑n

i=1

∑r−1
k=0 xi+k∑l−1

j=0 xi+r+j

≤ r
l

∑n
i=1

Mi

mr+i
≤ n · r

l ·
M
m . 2

(22)

3 Zaklju£ak

U ovom radu predstavljena je ispravka i generalizacija �apiroove nejednakosti.
Nesbitova nejednakost, koja je samo specijalan slu£aj ove nejednakosti, je tako�e
uop²tena na n pozitivnih realnih brojeva.

U Teoremi 2.1 je prikazana korigovana verzija �apiroove nejednakosti. Nakon
te teoreme dokazane su dve leme koje daju posebne rezultate u specijalnim
slu£ajevima.

Teorema 2.2 predstavlja dalju generalizaciju korigovane �apiroove nejed-
nakosti. Poseban dokaz te teoreme kao i odgovaraju¢ih lema analognim Lemama
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2.1 i 2.2 nisu dokazivane. To je zadatak ostavljen £itaocu da posmatraju¢i prin-
cip dokazivanja Teoreme 2.1 i Lema 2.1 i 2.2 sam dokaºe odgovaraju¢e analogne
leme.

Teorema 2.3, koja je direktna posledica Teorema 2.1 i 2.2, daje dva ograni£enja

vrednosti
∑n

i=1

∑r−1
k=0 xi+k∑l−1

j=0 xi+r+j
. Ta ograni£enja mogu biti od koristi u re²avanju

prakti£nih problema.
I kona£no, korigovana �apiroova nejednakost (r = 1, l = 2) glasi

(23)
n∑

i=1

xi

xi+1 + xi+2
≥ n

2

m

M
,

gde je xi > 0,m = Min(x1, x2, . . . , xn) i M = Max(x1, x2, . . . , xn).
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