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Korigovana Sapiroova nejednakost
(Corrected Shapiro Inequality)

Nenad O. Vesié¢®

Sazetak: Ovaj ¢lanak se bavi popravljanjem Sapiroove nejednakosti koja
nije ta¢na za proizvoljnih n pozitivnih brojeva. Nakon teoreme koja popravlja
pomenuti nedostatak Sapiroove nejednakosti dokazano je jo§ nekoliko zanimljivih
¢injenica koje su posledice te teoreme.
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Abstract. Correctness of Shapiro’s inequality is presented in this paper.
Some interesting properties based on corrected Shapiro’s inequality are proved
also.
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1 Uvod

U praksi najceSée kori§cene nejednakosti medu pozitivnim realnim brojevima
Z1,%2,...,Ty, jesu nejednakosti izmedu harmonijske, geometrijske, aritmeticke
i kvadratne sredine zadate sa

H($1;$27~--a$n)

n
< Y/ X1x2...T
1 1 T = n
E + E + o + Z
(1)
< T1+To+ ...+ Ty < z24xi+.. Fa2
< " S V5
A(z1,22,..,Tn)
Odgovarajuce jednakosti vaze ako i samo ako je x1 = o = ... = x,. Nejed-

nakosti (I) su detaljnije ispitane i prosirene u [d].

I Prirodno-matematicki fakultet Nig i projekat 174012 Ministarstva nauke u Vladi Republike
Srbije, 18000 Nig, Visegradska 33. Srbija, e-mail: vesic.specijalac@gmail.com
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1.1 O Nesbitovoj nejednakosti

Nesbitova nejednakost [2] utvrduje odnos medu pozitivnim realnim brojevima
a,b i c jednatinom

@) a n b L c >§
b+c c+a a+bT 2

Postoji oko dvadesetak razli¢itih dokaza nejednakosti (2).

1.2 O Sapiroovoj nejednakosti

Opstija verzija Nesbitove nejednakosti je Sapiroova nejednakost [3], koja pokazuje
odnos izmedu pozitivnih realnih brojeva x1, 2o, ..., x, zadata sa

n

3) S >2

5 Tit1 t Tit2

Sapiro je imao dokaz da ta nejednakost vazi za n = 4 pa je, u ¢asopisu Amer-
scan Mathematical Monthly 1956. godine, postavio zadatak da se dokaze ta
nejednakost za proizvoljno n € N.

Dve godine nakon toga, u istom ¢asopisu u ¢lanku [d], dat je kontraprimer
u kome je pokazano da ta nejednakost nije zadovoljena za proizvoljnih 20 pozi-
tivnih realnih brojeva.

Remark 1.1 U Nesbitovoj i gapiroovoj nejednakosti pretpostavljeno da je vazi
n+k==k zak=12.

1.3 Motivacija

U ovom ¢lanku je prikazana generalizacija Sapiroove nejednakosti koja ¢e vaziti
za proizvoljnih n pozitivnih realnih brojeva x1,x2,...,n gde je n proizvol-
jan prirodan broj. Pored toga, dato je nekoliko primera kada u korigovanoj
Sapiroovoj nejednakosti vazi jednakost. Detaljniji rad o korigovanoj gapiroovoj
nejednakosti, u kome je prikazano kada vazi jednakost u korigovanoj Sapiroovoj
nejednakosti, biée upucéen na recenziju u naucni ¢asopis.

2 Korekcija i uopstenje Sapiroove nejednakosti

Neka je, za pozitivne realne brojeve x1,x2, ..., x,, skup
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(4) SLo= {p, Thits s Thgio1);
(5) my = Min(Sy);
(6) My, = Maxz(Sk);
(7 m = Min{my,ma,...,myu};
(8) M = Max{M;,Ms,...,M,}.

Nije tesko dokazati da je

(9) m = Min{xy,29,...,Tn};
(10) M = Max{z1,22,..., 2.}
Primera radi, ukoliko je

m® = Min{zi,... 2.}

to je m® element bar jednog od skupova Sllc. Samim tim, broj m® ucestvuje u
izraCunavanju broja m odakle sledi da je

m=m".
Analogno se pokazuje i drugi slucaj.
DokaZzimo narednu teoremu.

Teorema 2.1 Neka sur il proizvolyni prirodni brojevi. Pozitivni realni brojevi
T1,T2,...,Tn zadovoljavaju nejednakost

)

r—1
n Z;.:g Titk > r n m; > T
= T — ns

(11) Zz:l Zi;é Tigrij = 1 Zzzl Myy; = l

gde je Tkntd = Tdy Mint+d = Mdy Mgnyqg = My, za 1 < d <n.

SE

Dokaz. Uoc¢imo najpre da elementi z; skupova S i S,"CJFT sa odgovarajuéim
minimumom my i maksimumom M, zadovoljavaju nejednakost

T+ Th41 + .00+ Tpgr—1 > r M
Thgr + Thgrt1+ oo+ Thgrpi—1 1 My,

Zaista, s obzirom na to kako su my i My, definisani (vidi (4, 5)), to je

T

Tp+ Thg1 + ..o+ Thar—1 > mg +mg + ...+ mg
Thgr + Thogrt1 + oo+ Togrpi—1 Mpgr + My + .0+ My
l
T Mg

7 Mk+r .
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Sada je jasno da je

-1
= j=0 Titr+tj i=1

Zn: 22;5 Litk o T my;
=1 Z B !
S obzirom na definiciju m i M jasno sledi da je

m; m
>

*
*) Mo S

a odatle je jasno da je

Cime je ova teorema dokazana. O

Ispitajmo neke specijalne sluc¢ajeve kada ée vaziti jednakosti u nejednakos-

tima (D).
] = X9 = = =z = m
12) Ty = XT3 = ... = Ty = M
Tn = T3 = ... = Xp_1 = M
Iz (I2) jasno sledi da, ukoliko je r > 2, onda je
(13) Xy = Xy = ... = Zy.
Iz prethodnog sledi da je
a4 Moo= My o= = M= M= o
pa je
(15) mr=m= M =M = z,.

Ovim je dokazana naredna lema.

Lema 2.1 Neka jer prirodan broj veéi od 1. Pozitivni realni brojevi x1, x2, . . .

zadovoljavaju jednakost

r e m; rm
1 r S
(16) zZMM I M

ako je
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Posledica 2.1 U prethodno analiziranom slucaju vaZice jednakost i u prvoj od
nejednakosti (D) i to

Zr;l i
(17) Y s = P 1M,+L = nyir o= Ny

=1 S0 it

Razmotrimo slu¢aj kada je l = s-n,s € N. U tom slu¢aju suma u imeniocima
svakog sabirka jednaka je s(z1 + 22+ ...+ x,) pa je

(18) Zn ShCo Titk _ r(zitzat..Adx,)

i=1 Zi;t Titrtg - s(mitaet..tzn) T st

U narednoj lemi ispitan je sluc¢aj kada je r = s-n,s € N.

Lema 2.2 Ukoliko je r = s-n,s € N il = 1 onda pozitivni realni brojevi
T1,T2, ..., Ty zadovoljavaju nejednakost
(19) Z Py LTS T
i=1 2uj= 0 Litr+j
pri cemu jednakost vazi ako i samo ako je x1 = T2 = ... = xy,.

Dokaz. Brojilac svakog od sabiraka u sumi

Z k o Tit+k

i=1 2uj= 0 Litr+j

jednak je s(zq + 2 + ... + x,). Odavde je jasno da je

n

Z kol‘z+k = s(a14+To4...+10) Z#

— j= Oxz+r+J i=1 Zj 0 Titj
1+ ... +x, 1<1 1>
n n \ Ty Ty,
Al ) 1
= s-nA(z1,x0,...,2,) 1
b " H(m1,x2,...,xn).

S obzirom na to da je
H(x1, 2, ..., xn) < Alx1,29,...,%n),
to je

A(xl,.ﬁg, oo ,l’n)
H(z1, z2,...,Tp)
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pri ¢emu jednakost vazi ako i samo ako je 1 = 292 = ... = x,,. Iz prethodnih
nejednakosti jasno sledi da je

Litk
E: k 0 i+ > on?
— j= 0x1+l+J

pri éemu jednakost vazi ako i samo ako je x1 = x2 = ... = x,, ¢ime je ova lema
dokazana. <

Treba jos odozgo ograniciti vrednost

(20) Z Litk

= j= o Litr+j

Analogno dokazu Teoreme 2.1, vrlo jednostavno se dokazuje sledeca teorema.

Teorema 2.2 Neka su r il prirodni i neka su x1,xs,...,T, pozitivni realni
brojevi. Vaze nejednakosti

E]S

921 Zn Z:;é Titk < Zn M; < T
(21) I I ny

Leme i posledice analogne prethodno dokazanim lemama i posledicama vrlo
je jednostavno moguée dokazati, $to autor ostavlja ¢itaocu kao zadatak. Kao
zavrsno tvrdenje predstavimo narednu teoremu.

Teorema 2.3 Neka sur il proizvoljni prirodni a x1, %2, . .., T, proizvoljni poz-
wtiung realni brojevi. VaZe nejednakosti

r.m T m;
A VAR T2 iet M,L
n > o Titk
22 < i ’,‘#
( ) Zz—l Zizéﬂipﬂdﬂ.
T r Z
S ZL 1 mr+, S n- T m: U

3 Zakljucak

U ovom radu predstavljena je ispravka i generalizacija Sapiroove nejednakosti.
Nesbitova nejednakost, koja je samo specijalan slu¢aj ove nejednakosti, je takode
uopstena na n pozitivnih realnih brojeva.

U Teoremi 2.1 je prikazana korigovana verzija Sapiroove nejednakosti. Nakon
te teoreme dokazane su dve leme koje daju posebne rezultate u specijalnim
slu¢ajevima.

Teorema 2.2 predstavlja dalju generalizaciju korigovane Sapiroove nejed-
nakosti. Poseban dokaz te teoreme kao i odgovarajuéih lema analognim Lemama
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2.11 2.2 nisu dokazivane. To je zadatak ostavljen ¢itaocu da posmatrajuéi prin-
cip dokazivanja Teoreme 2.1 i Lema 2.1 i 2.2 sam dokaze odgovarajuée analogne
leme.

Teorema 2.3, kojaje direktna posledica Teorema 2.11 2.2, daje dva ogranicenja

vrednosti > -, ZZ’C# Ta ograni¢enja mogu biti od koristi u refavanju
j=0 Titr+j

prakti¢nih problema. 5
I kona¢no, korigovana Sapiroova nejednakost (r = 1,1 = 2) glasi

(23) > — -

i=1

m
M’

1\3\3

+1 + $1+2

gde je x; > 0,m = Min(x1,22,...,2,) i M = Mazx(x1,22,...,2,).
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