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JEDNA ZANIMLJIVA ALGEBARSKA NEJEDNAKOST
I NJENA PRIMJENA

(An interesting algebraic inequality and its application)

Sefket Arslanagi¢’ i Amar Bagi¢®

SaZetak: U ovom radu je dat dokaz jedne zanimljive algebarske nejednakosti oblika:

3 w3 A3 3
a_+b_+c_zw, (1)
Xy z 3(x+y+z)

gdje su a,b,c,x,y,z pozitivni realni brojevi kao i jedna njena efikasna primjena.

Kljuéne rije¢i i izrazi: algebarska nejednakost, nejednakost Kosi-Bunjakovski-Svarca,
konveksna funkcija, nejednakost Jensena, primjena.

Abstract: In this paper is gived the proof of one interesting algebraic inequality

a® p o (a+b+c)3
—t >

Xy z 3(x+y+z) @

where a,b,c,x,y,z are positive real numbers and one effective application of this inequality.
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1. UVOD (Introduction)

Najprije ¢emo dokazati sljedecu nejednakost

8(a3+b3+03)23(a+b)(b+c)(c+a), (2)
gdjesu a,b,c>0.

Dokaz: Koristi¢emo sljede¢i identitet

(a+b+c)3 —(a3 +b° +03):3(a+b)(b+c)(c+a),
odnosno
a®+b®+c® =(a+b+c)’ —3(a+b)(b+c)(c+a). 3)

Zbog (3) je sada nejednakost (2) ekvivalentna nejednakosti

8(a+b+c)3 —24(a+b)(b+c)(c+a)>3(a+b)(b+c)(c+a)
odnosno

(a+b)(b+c)(c+a)g%(a+b+c)3. @)

Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeti¢ke i geometrijske sredine za tri pozitivna
broja (A>G) imamo

%/(a+b)(b+c)(c+a) < (a+b)+(b+c)+(c+a)'

3

odnosno nakon kubiranja ove nejednakosti

(a+b)(b+c)(c+a)S(%T(a+b+c)3,

a ovo je nejednakost (4). Dakle, njoj ekvivalentna nejednakost (2) je dokazana.
Vrijedi jednakost u (4), odnosno u (2) ako i samo ako je a=b=c.
2. GLAVNI REZULTAT (Main result)

Dacemo ovdje sada dokaz nejednakosti (1). Na osnovu nejednakosti Kosi-
Bunjakovski-Svarca za n=3 imamo

{I%W%IT(]{(f)(m(ﬂm%][%][%”

odnosno
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3 13 .3
(x+ y+z)(a—+b—+C—J2 (a a +b\/E+C\/E)2 ,
X y z
tj.
2
IR (a a+b«/5+c«/€)

—t—t—>
X y z X+Yy+2

()

Posmatracemo sada funkciju f :[0,40) —[0,+) gdje je f(x):\/xT. Kako je
f’(x):%ﬁ te f”(x)=i>0 vx €(0,+), to je funkcija f(x) konveksna. Na

4x

osnovu Jensenove nejednakosti sada dobijamo

x/a_3+\/b_3+x/c_3> (a+b+cj3
3 2 ,

3
a odavde
3
a a+b\/5+c c>3 (a+b+cj ,
tj.
3
(a a+b%+cﬁ)22@. (6)

Sada iz (5) i (6) slijedi nejednakost (1). Vrijedi jednakost u (1) ako i samo ako je
a=b=cix=y=z.

3. PRIMJENA (Application)

Stavljajuci u nejednakost (1) da je x = y =z dobijamo nejednakost
a3+b3+cszé(a+b+c)3. (7)
Vratimo se sada na nejednakost (2) koju je trebalo dokazati. Zbog identiteta
3(a+b)(b+c)(c+a)=(a+b+c)’ —(a3 +b? +03)

nejednakost (2) dobija oblik

ad+b% +¢® 2%(a+b+c)3,

a ovo je nejednakost (7) koja je tacna, $to znaci da je i data nejednakost (2) ta¢na sa
jedna-koséu ako i samo ako je a=b=c.
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Sada ¢emo dokazati dvije algebarske nejednakosti koriste¢i nejednakost (1).
Rije¢ je o sljede¢im nejednakostima:

a3 3 C3
a) —+—+—>ab+bc+ca; (ab,c>0) (8)
b ¢ a
a’ b? c?
b >1 9
) b(20+a)+c(2a+b)+a(2b+c) ®)
gdje su a,b,c >0 za koje vaZi jednakost a+b+c=3.
Dokaz: a) Na osnovu nejednakosti (1) imamo:
£+E+£2 (a+b+c)3 _ (a+b+c)2 i
b ¢ a 3(a+b+c) 3
3 B3 A3 2
b ¢ a 3
Kako vaZi nejednakost:
(a+b+c)2 >3(ab+bc+ca) (12)

(@%[(a—b)z +(b=c)’ +(c_a)120j,

to iz (10) i (11) slijdi nejednakost (8).
Vrijedi jednakost u (8) ako i samo ako je a=b=c.

Napomena 1. Inace, nejednakost (8) se dokazuje znatno teze na neki drugi nadin.
Dac¢emo ovdje jedan dokaz kad koga ¢emo koristiti nejednakost izmedu aritmeticke
i geometrijske sredine za tri pozitivna broja ( A> G ). Imamo na osnovu nejednakosti

A>G:

3 3 3 3
a_+b_+b023§/a—-b7—-bc=3ab,
b ¢ b ¢

3 3 3 &3
b_+c_+ca23i/§=3b0,
c a c a

3 3 3 43
C_+a_+ab23§/c—-aj:30a.
a b a b

Nakon sabiranja gornje tri nejednakosti, dobijamo:
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a3 3 CS
2| —+—+— |+ab+bc+ca>3(ab+bc+ca),

b ¢ a
a odavde
a3 3 3
—+-—+-—>ab+bc+ca, g.e.d.
b ¢ a

b) Na osnovu nejednakosti (1) dobijamo:

ad b3 c3 (a+b+c)3
+ + > ,
b(2c+a) c(2a+b) a(2b+c) 3(3ab+3bc+3ca)

odnosno zbog date jednakosti a+b+c=3:

a’ b3 I 3
+ + > . (12)
b(2c+a) c(2a+b) a(2b+c) ab+bc+ca

1z nejednakosti (11) zbog a+b+c =3 slijedi:

ab+bc+ca<3,
odnosno

LZ (13)

ab+bc+ca

Sada iz nejednakosti (12) i (13) dobijamo nejednakost (9). VaZzi jednakost u (9) ako i
samo ako je a=b=c=1.

Napomena 2. Nejednakost (9) se znatno teZze dokazuje na neki drugi nacin. Npr.
moze se dokazati uz pomo¢ nejednakosti A>G koja glasi:

9a® 9a°
————+3b+(2c+a)>33———-3b-(2c+a) =9a,
b(2c+a) b(2c+a)
te uzeti jo$ dvije analogne nejednakosti:

3 3
L+3c+(2a+b)233 L-3c-(2a+b) =9b,
c(2a+b) c(2a+b)

3 3
9;+3a+(2b+c)233 9#-Ba-(wa) =9c,
a(2b+c) a(2b+c)
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pa ih sabrati. Ideja za ovaj dokaz je svakako lijepa, ali nije lako do¢i do nje (po
mojem misljenju, op.a.).

Pomoc¢u matematic¢ke indukcije se lako dokaze do vazi generalizacija nejednakosti
), t.:

3 .3 3 3
a’ a a a+a,+..+4a
e —2+...+—”2( 1= n) , (14)
X, X Xo  N(X + X+t X))
gdje su a;,ay,...a,,X;,Xy,..., X, POzitivni realni brojevi.
Koriste¢i nejednakost (14) dokazujemo jednostavno sljedecu nejednakost:
3 3 3 3
X X X X 1
1 2 ot nl n_ > (15)
ax +PBX, aX,+ X% axXg 1+ P, ax,+px; n(a+p)

gdje su «,B,%,%,,...,X, pozitivni realni brojevi za koje vazi jednakost
X+ X+ X, =1,

Dokaz: Na osnovu nejednakosti (14) imamo:

3 3 3 3
X X X3 X
L4 2 __ 4.+ nl g n_ >

ax +Bx  aXy+ Py Xy +PXy aX,+BX

. (x1+x2+...+xn)3 _

S n(axg+ BXo +aXy + BXg ot AXy_g + BXy HAXy + BXy )

(X + X+ xn)3 1
N[a(X +X +.t X )+ B (X + %+t %) | N(a+B)

, q.e.d.

Vrijedi jednakost u (15) ako i samo ako je x, =X, =...= X, :%.
4. NAPOMENE (Remarks)

Ocigledno nejednakost (1) je interesantna i znaCajna za dokazivanje drugih
raznih nejednakosti. Npr. za x=2, y =3,z =4, ona dobija oblik

3 3 3
a_+b_+c_zi(a+b+c)3 ; (a,b,C >0) .
2 3 4 27
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Sigurni smo da bi ovu nejednakost dokazali mnogo teZe nego koriste¢i nejednakost
(1). Ustvari nejednakost (1) nam moZe posluZiti za sastavljanje raznih nejednakosti
uzimajuéi proizvoljne x,y,z>0.
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