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Abstrakt

Prikazuju se klasiéni dokazi Gedelove teoreme o nepotpunosti. Dokazuje
se nepotpunost Peanove aritmetike i Peanove aritmetike sa stepenovan-
jem. Razmatra se odnos konzistentnosti i w —konzistentnosti. Najnovija
dostignuéa u logici daju mogucénost da se dokazi Gedelove teoreme o nepot-
punosti sagledaju u novoj logicko-matematickoj perspektivi.

Abstract
The classical proofs of Gddel’s incompleteness theorem are presented in
the paper. The incompleteness of Peano’s arithmetic and Peano’s arith-
metic with exponentiation is proved. The relation between consistency and
w—consistency is examined. The latest achievements in logic offer the pos-
sibility for proofs of Gddel’s incompletenes theorem to be viewed from a
new logical and mathematical viewpoint.
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1 Uvod

Kurt Gedel (1906-1978) je jedan od najvaznijih logicara dvadesetog stoljeca.
Gedel je publikovao teoremu nepotpunosti 1931. g. u [[@]. U radu [7] Gedel je
dokazao dvije teoreme koje danas nazivamo prva teorema o nepotpunosti i druga
teorema o nepotpunosti. Uobic¢ajeno je da se obje teoreme zajedno referisu kao
Gedelova teorema o nepotpunosti.

Prva teorema o nepotpunosti tvrdi da je formalni deduktivni sistem koji
zadovoljava svojstvo w— konzistentnosti nepotpun, sto znaci da se u jeziku toga
sistema moze formulisati iskaz koji ne moze biti dokazan ni opovrgnut u tom
sistemu. Druga Gedelova teorema pokazuje da sredstvima konzistentnog for-
malnog deduktivnog sistema ne moze biti dokazana njegova konzistentnost. Pri
tome je sistem konzistentan ako ne postoji iskaz u jeziku toga sistema takav da i
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on i njegova negacija mogu biti dokazani u tom sistemu. Sa druge strane, sistem
u kojem postoji iskaz takav da se ni on ni njegova negacija ne mogu dokazati
sredstvima sistema, naziva se nepotpun ili nekompletan sistem.

Dokaz Gedelove teoreme nepotpunosti je u osnovi konstruktivan i moze se
izvesti bez pozivanja na koncept istine, $to je Cinjenica koja je uzdrmala Hilber-
tov program finitizma u osnovama matematike.

Dokaz Gedelove teoreme nije jednostavan u tehnickom smislu. Veliki dio
tezine je u postavljanju i provjeravanju svojstava sistema kodiranja koji pred-
stavlja sintaksu jezika (aritmetike) u tom samom jeziku. Detalji sistema kodi-
ranja su ¢esto komplikovani i mogu baciti u sjenku sustinu dokaza. Da bi se
jasnije istakla sustinu Gedelove teoreme, a izlaganje pojednostavilo, u sekcijama
2, 3, 4 se koristi pojam istinitosti Tarskog i Montague-Kalish-ova aksiomatizacija
logike prvog reda. Takav pristup omogucéuje minimalno razmatranje sintakse i
racunskih detalja.

Originalan Gedelov dokaz, zasnovan na pojmu w—konzistentnosti, prikazan
je u sekciji 5, bez koristenja pojma istinosti Tarskog. Tu su pojednostavlenja
dokaza dobivena tako Sto se umjesto aparata rekurzivnih funkcija koriste kon-
struktivne aritmeticke relacije teorije formalnih sistema [I5] i Sto se radi sa
samim relacijama umjesto sa njihovim karakteristicnim funkcijama.

Najnovija dostignuc¢a u logici daju moguénost da se Gedelova teorema sagleda
u novoj logicko-matematickoj perspektivi. U nastavku prikaza dat je pregled
novijih ”konstruktivnih” dokaza Gedelove teoreme.

Prikaz moze korisno posluziti za upoznavanje kako sa starijim logicko-matematickim
koncepcijama [B, 9, B, [, I'4, IR], tako i sa novijim [, 2, @, §, [, 3, [7]. Da bi
se postigla pomenuta jednostavnost izlaganja i pri tome sa¢uvala matematicka
strogost, u prvom dijelu prikaza, uz izvjesna pojednostavljenja, slijedi se [I7].

Za ¢itanje rada dovoljno je poznavanje elementarne matematicke logike prvog
reda. KoriSteni osnovni pojmovi matematicke logike, algebre, naivne teorije
skupova i osnova teorije programiranja mogu se naéi u [, 04, 09, 8]. Popularno
izlaganje Gedelove teoreme moze se naéi u knjizi [[G]. Zbog nacina izlaganja,
knjiga [[6] moze biti interesantna ljubiteljima rjeSavanja problema, pocev od
naprednih ucenika srednje Skole, do profesionalnih matematicara.

2 Teorema Tarskog

2.1 Jezik Lg
Azbuku jezika Lg , ¢ini sljedeéih 13 simbola:

o () fbov - =V = < f{

Svaku rije¢ nad tom azbukom naziva¢emo i izraz.

Izraze 0,0',0”,0" ... nazivamo numerali.

Znak prim (') oznacava funkciju sljedbenik.

Izraze fb, fbb, fbbb redom krace oznacavamo sa + (sabiranje), - (mnozenje) i E
(stepenovanje) .
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Takodje, izraze (v'), (v"), (v""), ... zamjenjujemo sa vy, v, vs, . .. 1 te izraze nazi-
vamo promjenljive .
DefiniSemo pojam terma sljedeé¢im pravilima:

1. Svaka promjenljiva i svaki numeral su termi.
2. Ako su t; ity termi, tada su (t; + t2), (t1 - t2), (t1Et2) it} takodje termi.

Term je konstanta ako ne sadrzi promjenljivu.

Atomicna formula je izraz oblika t; = ¢35 ili t; < to, pri ¢emu su t; i to
proizvoljni termi.

Skup formula induktivno se definiSe sljede¢im pravilima:

1. Svaka atomi¢na formula je formula.

2. Ako su F' i G formule, tada sui—F i (F = G) takodje formule i za svaku
promjenljivu v; izraz Yv; F' je formula.

Neko pojavljivanje promjenljive v; u formuli F' naziva se slobodno pojavlji-
vanje ako ono nije u oblasti univerzalnog kvantifikatora Vv; .

Pojavljivanja koja nisu slobodna nazivaju se vezanim .

Recenica je po definiciji bilo koja formula u kojoj nema slobodnih pojavljivanja
bilo koje promjenljive.

Za bilo koji prirodan broj n sa m oznacavamo numeral koji predstavlja n, tj.
simbol 0 iza koga slijedi n primova.

Oznaka F(v;,,...,v;,) nam predstavlja formulu u kojoj su v;,,..., v;, jedine
slobodne promjenljive (tj. promjenljive koje imaju bar jedno slobodno pojavlji-
vanje).

Za proizvoljne ki,...,k, € N sa F(ki,... ,E) oznactavamo rezultat zamjene
svih slobodnih pojavljivanja promjenljivih v;,,...,v;, numeralima ky,..., k&, .

Stepen formule definisemo kao broj pojavljivanja simbola —, =,V u formuli.

Da bismo dokazali da neko svojstvo imaju sve formule, dovoljno je dokazati da
to svojstvo imaju atomic¢ne formule i da za svaku formulu F' ako sve formule
manjeg stepena od F' imaju to svojstvo, tada i F' ima to svojstvo.

Koristimo i sljedece uobicajene skracenice:

Fl\/F27 Fl/\FQ, F1<:>F27 E'UiF, t17ét2,

ty <ty, 1, (Vv <OF, (Ju;<t)F,

pri ¢emu su F; i Fy proizvoljne formule, v; proizvoljna promjenljiva i tq,to
proizvoljni termi.

Takodje, izostavljamo zagrade u sluc¢aju da time ne stvaramo dvosmislenost.
Vrijednost konstantnog terma definisemo sljedeéim pravilima:

1. Numeral 7 ima vrijednost n.

2. Ako ¢; i ¢g imaju vrijednosti n; i ng, tada (¢ + ¢2), (¢1 - ¢2), (c1Eea) 1 ¢}
imaju vrijednosti ny + ng, ning, ni? i n; + 1, redom.
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Istinitost recenice jezika L definiSe se induktivno:

1. Atomicna recenica ¢; = ¢g (1 1 ¢2 su konstantni termi) je istinita akko ¢;
i cg imaju iste vrijednosti.

2. AtomicCna recenica c¢; < co je istinita akko vrijednost konstante c; nije
veca od vrijednosti konstante c; .

3. Recenica oblika =X je tacna akko X nije tacna.
4. Recenica X =Y je tactna akko X nije tac¢na ili su X i Y obje tacne.

5. Relacija Vo, F je tacna akko je za svaki prirodan broj n recenica F(m)
tacna. (Posto je Vv, F' recenica, slijedi da je i F'(m) recenica i to manjeg
stepena.)

Formule koje sadrze slobodne promjenljive nazivaju se otvorene. Otvorena

formula F(v;,,...,v; ) je korektna ako je za sve ni,...,n; € N recenica
F(my,...,7x) tacna.

Za proizvoljnu formulu F'(v;) kazemo da opisuje skup {n € N : F'(%) je tatna recenica} .
Formula F'(vq,...,v,) opisuje skup svih n-torki (ki, ..., ky) prirodnih brojeva

takvih da je F(ki,...,k,) tacna recenica.

Formula F'(vy,...,v,) opisuje relaciju R(z1,...,x,) (tj. n-arnu relaciju na N)

akko za proizvoljne ki, ..., k, € N vrijedi

F(ky,...,ky)jetatno < R(ki,...,kn).

(Ovo nije definicija, nego tvrdjenje.)

Skup ili relacija se nazivaju aaritmetickim ako su opisani nekom formulom
jezika ,CE .

Skup ili relacija se nazivaju aritmeti¢kim ako su opisani nekom formulom
jezika Lp u kojoj se ne pojavljuje simbol E'.

Kasnije ¢e biti dokazan netrivijalan rezultat da su pojmovi aaritmetickog i ar-
itmetickog skupa isti.

Kazemo da je funkcija f : N — N (a)aritmeticka ako je relacija f(z1,...,z,) =
y (a)aritmeticka .

Kazemo da je osobina P prirodnih brojeva (a)aritmeticka ako je skup prirodnih
brojeva koji imaju tu osobinu (a)aritmeticki.

Koristi¢emo rije¢ uslov kao zajednicki naziv za osobinu ili relaciju.

2.2 Nadovezivanje i Gedelova numeracija
Za prirodan broj b > 2 definisemo funkciju m *, n (nadovezivanje u bazi b) na
sljede¢i nacin:

m*bn:m-blb(”) +n,

gdje je l(n) broj cifara broja n u bazi b.

Propozicija 1 Za svako b > 2 relacija x *, y = z je aaritmeticka.
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Dokaz. Neka je St,(x) osobina da je x stepen broja b. Ova osobina je aar-
itmeticka, jer je ispunjena akko Jy(z = bY) (formalno, trebalo bi pisati um-
jesto x,y, b redom vy, v, b) .Dokazimo da je relacija b(®) =y aaritmeti ka (kao
relacija izmedju z i y). Relacija je ispunjena akko je

(x=0Ay="b)V(z#0As(z,9)),

pri ¢emu je s(x,y) relacija "y je najmanji stepen b veéi od 27, $to vrijedi akko
je
Sty(y) N <y AVz(Stp(z) N < z) =y <=z),

pa je to aaritmeticka relacija. Sad imamo da relacija x *, y = z vrijedi akko
321322(blb(y) =21 N\NxT-21 =22 N 29+ Yy = Z) 5

pa je to aaritmeticka relacija. O

Posljedica 1 Za svakon > 2 i b > 2 relacija
X1 *p T2 kp - *p Tn = Y
je aaritmeticka.

Dokaz. Lako, indukcijom pon. 0O

Gedelovi brojevi simbola nase azbuke su dati sljede¢om listom:

b v - = V = < f{

56 7 8 9 A B C

Koristimo zapis prirodnih brojeva sa bazom 13, pri ¢emu A, B, C predstavljaju
brojeve deset, jedanaest i dvanaest .

Gedelov broj proizvoljne rije¢i nad datom azbukom dobijamo tako Sto svaki
simbol u toj rije¢i zamijenimo njegovim Gedelovim brojem i dobijeni izraz
procitamo kao zapis prirodnog broja u bazi 13.

Za svaki prirodan broj n sa E, oznacavamo izraz ¢iji je Gedelov broj jednak n.
Lako se vidi da ovakav sistem Gedelovih brojeva ima sljedece osobine:

1. Gedelov broj izraza E,F, jednak je x *13 y, §to je aaritmeticka funkcija
odxiy.

2. Gedelov broj numerala 7 iznosi 13", $to je aaritmeticka funkcija od n .

2.3 Dokaz teoreme Tarskog

Recenica X je Gedelova recenica skupa A C N ako je X tacna i njen Gedelov
broj je u A ili je X netacna i njen Gedelov broj nije u A.
Ako je E proizvoljan izraz iz Lg i n € N sa E[n] oznacavamo izraz

Voi(vy =n=E).
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Ako je E = F(vy) formula, tada je E[n] (u oznaci F[n]) re€enica koja je
ekvivalentna sa F'(7) (u smislu da su te dvije recenice uvijek ili obje ta¢ne ili
obje neta¢ne) . U opStem slu¢aju izraz E[n] ne mora da ima smisla.

Za prirodne brojeve z i y sa r(x,y) oznacavamo Gedelov broj izraza E,[7].

Propozicija 2 Funkcija r(x,y) je aaritmeticka.

Dokaz. Tmamo da je r(z,y) = k% 13Y x 8 x x % 3 (pri ¢emu je k Gedelov broj
izraza Vi (v1 =), pa je relacija r(x,y) = z oCigledno aaritmeticka. O

Funkeija d(z) = r(z, ) naziva se dijagonalna funkcija.
Ocigledno je i funkcija d aaritmeticka.
Za svaki skup A C N sa A* oznacavamo skup d=*(A4).

Lema 1 Ako je skup A aaritmeticki, tada je i skup A* aaritmeticki.

Dokaz. Neka formula F'(v1) opisuje skup A. Tada formula Jy(d(z) =y A F(y))
opisuje skup A*. To je aaritmetic¢ka formula, jer je d aaritmeticka funkcija. O

Teorema 1 Svaki aaritmeticki skup A ima svoju Gedelovu reéenicu.

Dokaz. Skup A* je takodje aaritmeticki. Neka je on opisan formulom H(v) i
neka je h Gedelov broj te formule. Tada je H[h] Gedelova recenica skupa A, jer
je

Hhl < Hh)<hcA*ehecd ' (A) <dh) e A,

a d(h) je upravo Gedelov broj recenice H[h]. O

Teorema 2 (Tarski) Skup T Gedelovih brojeva istinitih recenica u Lg nije
aaritmeticki.

Dokaz.  Skup T¢ (komplement) nema svoju Gedelovu recenicu, jer kad bi je
imao ta recenica bi bila istinita akko nije istinita, pa taj skup nije aaritmeticki.
Slijedi da ni T nije aaritmeticki (naravno, komplement aaritmetickog skupa uvi-
jek je aaritmeticki). O

3 Nepotpunost Peanove aritmetike sa stepeno-
vanjem

3.1 Sistem aksioma Peanove aritmetike sa stepenovanjem

Koristedi jezik L formulisa¢emo sistem aksioma koji nazivamo Peanova arit-
metika sa stepenovanjem ili skra¢eno PS. Sistem PS ima beskonatno mnogo
aksioma, ali one se svrstavaju u 19 lako prepoznatljivih formi koje nazivamo ak-
siomske Seme .

Navodimo 19 aksiomskih sema PS. Ovdje su F,G, H proizvoljne formule,
v, v; proizvoljne promjenljive i ¢ proizvoljan term.
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1. F=(G=F)

2. (F=(GE=H)=(F=G)=(F=H))
3. ("F=-G)=(G=1VF)

4. Yu;(F = G) = (Yu; F = Yu;G)

5. F = Vu;F, ako se v; ne pojavljuje u F

6. Jv;(v; =1t)

7. v, =1t = (XlUiXQ = XltXQ), ako su Xl,XQ izrazi takvi da je Xv; X0
atomicna formula

8. vf = vy = v =g

)

10. v+ 0=
v1 +

ol

9. —(

—_

=
11. vh = (v1 + v2)

12. v1-0=0

13. vy -vh =v1 - v2 + 11

4. vy <0« v =0

15. v1 < vh < (v < vy Vo =vh)
16. v; < vy Vg <y

17. 1, EO =10

18. v1 Evh = (v1 Eva) - vy

19. Neka je F(v1) bilo koja formula koja sadrzi slobodnu promjenljivu vy i
mozda jo$ neke slobodne promjenljive. Sa F[v}] ozna¢avamo bilo koju
formulu oblika

Vi (v; = v] = Yo (vy = v; = F)).

Svaka takva formula je ekvivalentna sa formulom F'(v}) (tj. formulom u
kojoj je svako slobodno pojavljivanje v, zamijenjeno sa vj). Aksiomska
Sema glasi:

F(0) = (Vi1 (F(v1) = Flvi]) = Vo1 F(v1))

Pravila zakljuéivanja sistema PS su
1. (Modus ponens) Iz F i F' = G izvodi se G .

2. (Generalizacija) Iz F se izvodi Vu, F'.
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Dokaz u sistemu PS je konacan niz formula takav da je svaka formula u nizu
ili aksioma ili se direktno izvodi iz dva ranija ¢lana koriste¢i modus ponens ili
se direktno izvodi iz nekog ranijeg ¢lana koristeéi generalizaciju.

Za formulu F kazemo da je dokaziva u sistemu PS ako postoji dokaz ¢iji je
posljednji ¢lan formula F'. Takav niz se naziva dokaz formule F.

Za formulu F kazemo da je odbaciva u sistemu PS ako je njena negacija
dokaziva.

3.2 Aritmetizacija sistema aksioma

Uvodimo relacije Byy, ©&€y 1 Py sa znacenjima ”x je pocetak od y u bazi b”,
”x je zavrSetak od y u bazi b’ i "z je dio od y u bazi b” .

Propozicija 3 Za proizvoljne b > 2 i n > 2 sljedeée relacije su aaritmeticke:
1. By
2. x&Ey
3. xPpy
4. xq *p ek T Py -
Dokaz. Imamo da je
2By & x =y V (x #0AIFz3w(Sty(w) A (- w) % 2 = y))
&y r=yVIz(zxpr=y)

2Pyy & 32(2Ey A xBy2)
Ty kp -0k 337L73by<:>32(171 *p c o kp Ty :Z/\ZPby)' d

(Primijetimo da smo umjesto 3z i Jw mogli pisati Iz < y i Jw < w Ovo ée
kasnije biti znacajno.)

Za bilo koje izraze X1, ..., X, koji koriste samo prvih 12 slova azbuke nad ko-
jom je definisan jezik, izraz §X18Xof ... 41X, 1 predstavlja formalni zapis n-torke
(X1,...,Xn).

Sa K71 oznacavamo skup svih prirodnih brojeva n u ¢ijem se zapisu u bazi 13
ne pojavljuje cifra C.

Bilo kom kona¢nom nizu (aq, . . ., a,) brojeva iz Ki; dodjeljujemo broj Ca;CasC
(izostavljamo znak za nadovezivanje *;3), koji nazivamo nizovni broj niza
(a1,...,an).

Sa Seq(z) oznacavamo osobinu da je x nizovni broj nekog niza.

Uvodimo relaciju « € y, §to znaci ”y je nizovni broj nekog niza ¢iji je ¢lan x” .
Uvodimo i relaciju « <, y $to znaé¢i ” z je nizovni broj niza u kome se pojavljuju
x iy 1ito tako da je prva pojava z ispred prve pojave y” .

Propozicija 4 Svaki od uslova Seq(x), x €y i x <, y je aaritmeticki.

Dokaz.

...Ca,C
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1. Seq(z) & CBx A CEx N C # a AN (-CCPz) A (Vy < x)(COyPx = CBy)
2. x €y & Seq(y) ANCxCPy A —~(CPx)
Jrz=<,yerezAyczANFuw<z)(wBzAzewA—ycw) O

Za bilo koje izraze X,Y,Z definisemo da je Ri(X,Y,Z) akko je Z jedan od
izraza (X +Y), (X -Y), (XEY)ili X'.

Generatorni niz za terme je konacan niz izraza X1, ..., X,, takav da je svaki
¢lan niza X; promjenljiva ili numeral ili postoje j,k manji od ¢ takvi da je
Ry(zj,xx, ;) -

Term se eksplicitno, bez indukcije, definiSe na slijedeé¢i nac¢in: Izraz X je term
ako postoji generatorni niz za terme ¢iji je ¢lan X.

Slicno se eksplicitno definisu i formule, uvodjenjem relacije Ry.

Za proizvoljne x1, ..., x, € K11 Gedelov broj niza (E,,,..., E,, ) je po defini-
ciji nizovni broj niza (21, . .., z,) (to je Gedelov broj izraza {F,, {1 F,. & ... 4E, 1) .
Oznag¢imo sa x impy, neg(x), x ply, x timy, x expy, s(z), ridy iz ley Gedelove
brojeve izraza (E, = E,), “Ey, (E, + Ey), (E,-Ey), (E; EEy), E., E, = E,,
E, < E,. Ovih 8 funkcija su aaritmeticke, sto se lako vidi.

Propozicija 5 Sljedeci uslovi su aaritmeticki:
1. Fl(x) - E, je niz apostrofa

Var(z) — E, je promjenljiva

Num(z) — E, je numeral

Ri(z,y,z) — vrijedi relacija Re(x,y, z)

Seqt(z) — E, je generatorni niz za terme

tm(z) — E, je term

fo(x) = E, je atomic¢na formula

Gen(z,y) - By = VwE, za neku promjenljivu w

© % NS ™ e e

Ry(x,y,z) — vrijedi relacija Ry(x,y,2)

~
S

Seqf(z) — E, je generatorni niz za formule

~
~

. fm(z) — E, je formula

~
IS

. A(z) - E, je aksioma PS

~
o

. MP(z,y,z) - E, seizvodi iz E; i E, pravilom modus ponens

~
B

. Der(z,y,z) - E. seizvodi iz E, i E, pravilom modus ponens ili se izvodi
1z B, pravilom generalizacije

~
v

. Pf(z) - E, je dokaz u PS
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Pg(z) - E, je dokaziv u PS

17. Rg(z) — E, je odbaciv u PS

Dokaz.
1. (Vy < z)(yPx = 5Py)
2. 3y <z)(Fl(y) N = 26y3)
3. Stlg((E)
4. z=zxply,z=xatimy,z =zexpy,z = s(x)
5. Seq(z) A (Vy € z)(Var(y) V Num(y) V (3z,w <. y)Ri(z,w,y))
6. Jy(Seqt(y) ANz € y)
7. Fy <) Fz<z)tm(y) Atm(2) A (z =yidz V z = ylez))
8. (Fz<y)(Var(z) ANy =9zx)
9. z=ximpy V z =neg(z) V Gen(x, z)

10. Seq(x) A (Vy € z)(fo(y) V (Fz,w <o y)Ra(2, w, y))

11. Jy(Seqf(y) Nz € y)

12. Za n < 19 ozna¢imo sa A, (x) uslov da je E, aksioma Seme n. Za svako
n se dokazuje slicno da je A, (x) aaritmeticki uslov, pa éemo razmotriti
samo nekoliko karakteristi¢nih slucajeva.

Razmotrimo prvo A;(z). Imamo da je E, aksioma Seme 1 akko postoje
formule E, i E, takve da je E, = (E, = (E, = E,)), tako da je A;(x)
ekvivalentno sa

@y < 2)@= < 2)(fmly) A fm(=) Az = yimp(z impy)).
Razmotrimo sad As4. Neka je ¢(y,z,w) Gedelov broj od VE,((E, =
E,) = (VE,E, = VE,E,)). Lako se vidi da je funkcija ¢(y, z, w) aar-
itmeticka. Sad imamo da A4(z) vrijedi akko postoje brojevi y, z,w < x
takvi da je Var(y), fm(z), fm(w) i x = ¢(y, z,w).
Za aksiome 8-18 dokaz je trivijalan, jer su to pojedinacne aksiome (a ne
Seme), pa je uslov A;(z) ekvivalentan sa = = g;, gdje je g; Gedelov broj
aksiome 1.
Konac¢an zakljucak slijedi iz A(z) = A1(x) V-V Aqg(z).

13. y=xtmpz

14. MP(z,y,z)V Gen(z, z)

15. Seq(x) A (Vy € 2)(A(y) V (3z,w <5 y)Der(z,w,y))

16. Jy(Pf(y) Nz € y)
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17. Pg(neg(z)) O

Aksiomatski sistem nazivamo korektnim ako je svaka dokaziva recenica u
njemu tacna i svaka odbaciva recenica netacna.

Recenica u proizvoljnom aksiomatskom sistemu naziva se odluciva ako je dokaziva
ili odbaciva. U protivnom, recenica je neodluéiva.

Aksiomatski sistem se naziva potpun (kompletan) ako je svaka reCenica u
tom sistemu odluciva.

Ako u sistemu postoje neodlucive recenice, sistem je nepotpun (nekomple-
tan).

Teorema 3 (Gedel) Ako je PS korektan sistem, tada je on nepotpun.

Dokaz. Skup Pg je aaritmeticki, pa je i skup Pf aaritmeticki. Slijedi da taj
skup ima svoju Gedelovu recenicu H. Ta recenica je tacna akko nije dokaziva.
Ako je sistem korektan, tada H mora biti tatna i nedokaziva. Kako je recenica
—H netacna, to i ona nije dokaziva, pa je H neodluc¢iva. 0O

4 Nepotpunost Peanove aritmetike

Aritmeticki term (formula) je term (formula) koji ne sadrzi eksponencijalni
simbol E.

Aritmeticki skup (relacija) je skup (relacija) opisiv aritmetickom formulom.
Aksiomatski sistem PA (Peanova aritmetika) je sistem PS bez aksiomskih
Sema 17. i 18., pri ¢emu u ostalim aksiomskim Semama termi i formule pred-
stavljaju aritmeticke terme i formule.

Atomicna ¥p-formula je formula jednog od sljedeca cetiri tipa:

c1+cp=c3, cC1-cpg=c3, €1 =¢Cz, C1=<Ca,

gdje su ¢y, c2, ¢c3 promjenljive ili numerali (neki mogu biti promjenljive, a neki
numerali).
Klasu Yg-formula definisemo sljede¢om induktivnom Semom:

1. Svaka atomic¢na g-formula je 3o-formula.

2. Ako su F i G Xy, tada su -F i F' = G takodje X .

3. Za svaku Yp-formulu F, proizvoljnu promjenljivu v; i za svako ¢ koje je ili
numeral ili promjenljiva razli¢ita od v;. izraz

Vo (v; <ec=F)
je Yo-formula.

Relacija je Xy (ili konstruktivna aritmetic¢ka relacija) akko je opisana nekom
Yo-formulom.
Y1-formula je formula oblika

H’Un+]_F<'U1, s 7vn7vn+1) ’
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gdje je F'(v1,...,Vn,Vns1) neka Xo-formula.

Za skup (relaciju) kazemo da je ¥; ako je opisiv nekom ¥;-formulom.

Dakle, ¥y-formule su one koje sadrze samo ograniCene kvantifikatore, a Y-
formule su one koje pocinju jednim neograni¢enim egzistencijalnim kvantifika-
torom i nemaju drugih neogranicenih kvantifikatora.

Induktivno definisemo klasu ¥-formula:

1. Svaka ¥g-formula je ¥-formula.

2. Ako je F ¥-formula, onda je za svaku promjenljivu v; izraz Juv; F' takodje
Y-formula.

3. Ako je F' ¥-formula, onda za svake dvije razlic¢ite promjenljive v; i v;
formule (Jv; < v;)F i (Vv; < v;)F su E-formule i za svaki numeral n
formule (Jv; <M)F 1 (Vu; < 7)F su X-formule.

4. Za bilo koje ¥-formule F' i G, formule F'V G i F' A G su ¥-formule. Ako
je F Yp-formula i G X-formula, tada je F' = G X-formula.

Y-formula moze sadrzati proizvoljno mnogo neogranicenih egzistencijalnih kvan-
tifikatora, ali svi univerzalni kvantifikatori moraju biti ograniceni.

Primijetimo da je za svaku ¥g-relaciju R(x,y, 21, . . ., 2, ) relacija (Vo < y)R(z,y, 21, - . -

takodje X .

Lema 2 Za bilo koji prost broj p sljedeéi uslovi su X .

1. xdivy —y je djeljivo sa x

2. Sty(z)
3. Y = plp(x)
Dokaz.

1. zdivy < (Fz<y)(z-z=1y)
2. Stp(z) & (Vz<z)(zdive ANz # 1) = pdiv z)

3. y=ph@ o (St,(y) Ay >z Ay > DAYz < y)~(Sty(2) Az > Az > 1).
O

Propozicija 6 Za svaki prost broj p relacija x *, y = z je Xg .

Dokaz. zx,y =2z« zplrW iy =2o (Fwy < 2)(Fws < 2)(wy = plr@ Awy =
xwr Awe+y=2) O

Propozicija 7 Za bilo koji prost broj p sljedece relacije su X .
1. zBpy, &y, Ppy

2. Tykp o kp Ty =Y

7Zn)
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3. @1 *p - kp T Ppy
Dokacz.

L.zByerz=yV(@#£0A 3z <y)(Fw <y)(Sty(w) A (z-w) *, 2 =y)),
&y e r=yV(3z<y)(z*xz=1y),
TPpy < (Fz < y)(2Epy A xBpz)

2. Indukcijom po n.
3o xykp -k Xy Ppy & (Fz <y)(w1%p - kp Ty = 2A2Ppy). O
Lema 3 (o konaénom skupu) Postoji konstruktivna aritmeticka relacija K (x,y, z)

koja ima sljedeéa dva svojstva:

1. Za svaki konacan niz (a1,b1),. .., (an,by) elemenata skupa N? postoji z €
N takav da je K(x,y,z) akko je (x,y) jedan od datih parova.

2. Ako vrijedi K (z,y, z), tada mora biti x < z iy < z.

Dokaz. Pod okvirom ¢emo podrazumijevati broj oblika 2¢2, gdje je ¢t string
jedinica. Neka je 1(x) uslov da je = string jedinica (naravno, u bazi 13). Uslov
1(z) je Xo, jer je

l(z) & x#0A (Vy < 2)(yPx = 1Py).

Neka je 60 = ((a1,b1),- .., (an,b,)) dati konacan niz. Neka je f (bilo koji) okvir
koji je duzi od bilo kog okvira koji je dio nekog od brojeva a;,b;. Za takav f,
broj ffaiforff...[ffanfb,ff nazovimo nizovni broj od 6 (to nije nizovni broj
u smislu kako smo ranije definisali). Relacija z mfy (z je maksimalan okvir u

y) je Xo:
zmfy & 2Py A (Fz < y)(1(z) A x =222

A=(Fw < y)(L(w) A 2zw2Py)) .
Sad definisemo trazenu Xg-relaciju:
K(z,y,2):= (Fw < z)(wmfzA
ANwwzwywwPz A =(wPz) A =(wPy)) .

Ako je z proizvoljan nizovni broj od 6, tada su ispunjeni trazeni uslovi. O

Funkeija B(x, y) se naziva beta-funkcija ako za bilo koji konacan niz (ag, . . . , an)
prirodnih brojeva postoji prirodan broj w takav da je

ﬁ(w70) = Qo, B(w71) =at, ..., B(w7n) =0an .

Teorema 4 (o beta funkciji) Postoji konstruktivna aritmeticka beta-funkcija.
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Dokaz. Stavimo

' min{k : K(i,k,w)}, za{k : K(i,k,w)} # 0,
Blw,i) = {

0, inace.
Posto je K konstruktivna, lako se vidi da je to i 8. Za dati niz (ag,...,an)
za w se moze uzeti nizovni broj niza ((0,aop), ..., (n,a,)). Tada je po definiciji

Blw,i)=a;. O
Teorema 5 Relacija x¥ = z je ¥ .

Dokaz. Uslov 2V = z je ispunjen akko postoji konacan niz (ao,...,a,) takav
dajeap=1,ay =21ia;41 =a; -z zasvei<y. To je ekvivalentno sa

Fuw(B(w,0) = 1A B(w,y) = z A (Vn <y)(B(w,n+1) = fw,n) - x)) .

Posljedica 2 Ako je A aritmeticki skup, tada je i A* aritmeticki skup. Ako je
A Y-skup, tada je A* takodje 3.

Dokaz. Relacija 13 = y je ¥ (¢ak X1), pa je dijagonalna funkcija d(z) takodje
Y. Ako je D(vy,v2) E-formula koja opisuje relaciju d(z) = y i A(vy) formula
koja opisuje skup A, tada formula Jvg(D(v1,v2) A A(v2)) opisuje skup A*. O

Teorema 6 (Tarski) Skup T4 Gedelovih brojeva istinitih aritmetickih recenica
nije aritmeticki.

Dokaz.  Ako je T4 aritmeticki, tada je i (T9)* aritmeticki. Medjutim, svaki
aritmeticki skup ima Gedelovu recenicu (zasnovanu na aritmetickoj formuli H),
dok skup (7'5)* ne moze imati Gedelovu recenicu. O

Posljedica 3 Skupovi Pg i Rg su ¥ . Skup (Pg)* je aritmeticki.

Dokaz. Korekcijom prethodnih dokaza da su Pg i Rg aaritmeticki (uslovi St(x)
iz+xy = zsuX) dobijamo da su Pg i Rg X-skupovi, pa slijedi da je (Pg)*
aritmeticki skup. O

Teorema 7 (Gedel) Pod pretpostavkom da je korektan, sistem PA je mepot-
pun.

Dokaz Kako je skup (Pg)* aritmeticki, postoji aritmeticka funkcija koja ga
opisuje. Njena dijagonalizacija H[h| je aritmeticka Gedelova recenica za Pz,
koja je tacna i neodluciva u PS. Slijedi da je ta recenica neodluciva i u PA (jer
je PA podskup od PS). Napomenimo da nam za dokaz nepotpunosti sistema PA
nije neophodan sistem PS: malim preradama u dokazu nepotpunosti PS dobi-

jamo samostalan dokaz nepotpunosti PA. O
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5 Gedelov dokaz

Posmatrajmo proizvoljan aksiomatski sistem S ¢ije su formule formule Peanove
aritmetike, koji sadrzi aksiome 1-7 i ¢ija su pravila zakljuc¢ivanja Modus ponens
i generalizacija, dok umjesto aksioma 8-19 mogu biti potpuno proizvoljne ak-
siome. To je primjer teorije prvog reda .

Kazemo da je S konzistentan sistem ako nijedna recenica nije dokaziva i
odbaciva u S.

Kazemo da je S w-nekonzistentan sistem ako postoji formula F'(w) sa jednom
slobodnom promjenljivom w takva da je recenica JwF'(w) dokaziva, dok su sve
recenice F'(0), F(1),... odbacive.

Naravno, w-nekonzistentan sistem ne moze biti korektan, medjutim mogudée je
da bude konzistentan.

Sistem je w-konzistentan ako nije w-nekonzistentan, tj. kad god je reCenica
JwF(w) dokaziva u S, postoji neki prirodan broj n takav da recenica F'(7) nije
odbaciva u §.

Ako je S w-konzistentan, tada je i konzistentan.

Sistem S je rekurzivan ako je skup P Gedelovih brojeva dokazivih formula u
S tipa X1 .

Kazemo da je S; podsistem sistema S ako su sve recenice koje su dokazive u
S1, takodje dokazive i u S.

5.1 Apstraktna teorema o nepotpunosti

Kazemo da formula F'(v1) (¢ija je jedina slobodna promjenljiva v;) predstavlja
skup A € N u S ako A sadrzi one i samo one prirodne brojeve n za koje je
re¢enica F(m) dokaziva u S. Opéstije, formula F(vy,...,v;) predstavlja skup
k-torki (nq,...,ny) za koje je F(7y,...,ng) dokaziva u S.

Oznacimo sa P i R skupove Gedelovih brojeva dokazivih i odbacivih formula u
S, a sa P* i R* skupove svih n za koje je E,[n] dokaziva, odnosno odbaciva u

S.

Lema 4 Za bilo koju formulu H(v1) sa Gedelovim brojem h vrijedi:

1. H(h) je dokaziva u S akko h € P*.

2. H(h) je odbaciva u S akko h € R*.
Dokaz. Recenica H(7) < H[n] tj. H(n) < Yvi1(vy =7 = H(v1)) je posljedica

aksioma 1-7, pa je dokaziva u S. Dakle, H(h) je dokaziva u S akko je H[h]
dokaziva, §to je ispunjeno akko h € P*. Analogno imamo za odbacivost. O

Teorema 8 Ako je S konzistentan i H(vy) formula &ija negacija predstavlja

skup P*, tada recenica H(h), gdje je h Gedelov broj formule H, nije ni dokaziva
ni odbaciva u S .

Dokaz. Prema uslovu za svako n € N re¢enica H(7) je odbaciva akko n € P*.

Slijedi da je H(h) odbaciva akko h € P*. Slijedi da je H(h) odbaciva akko
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h € P*, §to (zbog leme) vrijedi akko je H(h) dokaziva. Zbog konzistentnosti

(
slijedi da H (h) nije ni dokaziva ni odbaciva. O

Posljedica 4 Ako je P* predstavljiv u S i S konzistentan, tada je S nepotpun.

Dokaz. Ako formula F(vy) predstavlja P*, tada negacija formule —=F'(v;) pred-
stavlja P*, pa nepotpunost slijedi iz prethodne teoreme. 0O

Sliéno se dokazuje i dualna teorema.

Teorema 9 Ako je R* predstavijiv u S i S konzistentan, tada je S nepotpun.
Kazemo da formula F(v1,v2) nabraja skup A C N u S ako za svako n € N
vrijedi:

1. ako n € A, onda postoji bar jedno m € N takvo da je recenica F (7, )

dokaziva u S;

2. akon ¢ A, onda je za svako m € N recenica F (7, ) odbaciva u S .

Lema 5 (o w-konzistentnosti) Ako je S w-konzistentan sistem, onda je svaki
nabrojiv skup takodje predstavljiv u S . Preciznije, ako formula F(v1,ve) nabraja
skup A, tada formula JuaF(v1,vse) predstavija A u S .

Dokaz. Ako n € A, tada je za neko m recenica F(m,m) dokaziva u S, pa je
reGenica Jvo F' (7, v2) dokaziva u §. Obrnuto, neka je Jvo F'(, v2) dokaziva u S.
Ako n ¢ A, onda su sve recenice F(m,0), F(m,1),... odbacive u S, pa slijedi da
je S w-nekonzistentan, sto je kontradikcija. O

Teorema 10 Ako je neki od skupova P* i R* nabrojiv u S i S w-konzistentan,
tada je S nepotpun.

Dokaz. Lako slijedi iz prethodnih tvrdjenja. O

Teorema 11 Ako je S rekurzivan w-konzistentan sistem u kom su svi Xj-
skupovi nabrojivi, tada je S mepotpun.

Dokaz. Posto je S rekurzivan, skup P je X1 (po definiciji). Slijedi da je i skup
P* ¥4, pa je P* nabrojiv i slijedi da je S nepotpun. O

Kazemo da formula F'(vy,...,v,,v,41) nabraja relaciju R(z1, ...,x,) ako za
proizvoljne ki, ..., k, € N vrijedi:

1. ako je R(w1,...,x,), onda postoji k takav da je recenica F(ki,..., kn,k)
dokaziva u S;

2. akonije R(z1,...,r,), onda je za svako k re¢enica F(ky, ..., k,, k) odbaciva
us.
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Lema 6 Ako su sve taéne Yg-recenice dokazive u S, tada su svi Xq-skupovi i
relacije nabrojivi u S .

Dokaz. Neka je R(x1,...,x,) proizvoljna ¥;-relacija (ili skup za n = 1). Tada
postoji ¥g-relacija S(x1,. .., Ty, y) takvadaje R(z1,...,z,) < JyS(z1, ..., 20, y)
za sve I1,...,T,. Neka je F(v1,...,0n,Vnt1) Do-formula koja opisuje relaciju
S(xz1,...,%n,y). Dokazacemo da F nabraja relaciju Ru S.

L. Neka R(zy,...,r,) vrijedi. Tada je za neko k S(ki,...,kn, k), pa je

F(ki,...,kn, k) tacna, a posto je g, slijedi da je dokaziva.

2. Neka R(z1,...,2,) ne vrijedi. Tada je za svako k S(k1, ..., ky, k) netacno,

pa je za svako k recenica F(k‘T, R kn,E) netacna, pa je reéenicEﬁF(ll . kn,E)

taéna i posto je Yo, ona je dokaziva, $to znaci da je F(ky,..., kn, k)
odbaciva za svako k. O

Teorema 12 Ako je S rekurzivan w-konzistentan sistem u kom su sve tacne
Yo-recenice dokazive, tada je S nepotpun.

Dokaz. Direktna posljedica prethodne teoreme i leme. O

Kazemo da je Xg-recenica korektno odluciva u S ako je ona ta¢na i dokaziva
ili netacna i odbaciva u S.
Sistem S je Yp-kompletan ako su sve tactne Yp-recenice dokazive u S .

Propozicija 8 Sljedeca dva uslova zajedno garantuju da je S Xg-kompletan
sistem.

C1. Svaka atomicna Xg-recenica je korektno odluciva u S.

Cy. Za bilo koju Yo-formulu F(w) i proizvoljan prirodan brojn, ako su recenice
F(0),...,F(n) sve dokazive u S, tada je i recenica (Yw < 1) F(w) dokaziva
uS.

Dokaz. Indukcijom po stepenu recenice dokazad¢emo da su sve Yp-recenice ko-
rektno odlucive u S.

1. Prema C] sve ¥g-recenice stepena 0 su korektno odlucive u S.

2. Ako su recenice X i Y korektno odluéive, tada su i reéenice - X i X = Y
korektno odlucive.

3. Bilo koja Yg-recenica koja nije atomicna ni oblika —X ili X = Y mora
biti oblika (Vw < ) F(w), gdje je F(w) Xo-formula manjeg stepena od S.
Pretpostavimo da je S = (Vw < 7)F(w) ta¢na recenica. Tada je svaka od
re¢enica F(0),..., F(W) tacna, pa su sve te recenice dokazive po induk-
tivnoj hipotezi. Na osnovu uslova Cs slijedi da je i recenica S dokaziva.
Pretpostavimo da je S neta¢na. Tada postoji m < n tako da je F(m)

netaéna recenica, koja je po induktivnoj pretpostavci odbaciva u S. Recenice
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m <ni-F(m) suobje dokazive u S (prva zbog C1), pajem <7 = F(m)
odbacivo u S. Medjutim, (Vw <7)F(w) = (m <7 = F(m)) je dokazivo
(logicki validno), pa je S odbaciva u §. Dokaz je zavrsen. O

Propozicija 9 Sljedeca tri uslova zajedno garantuju da je S ¥o-kompletan sis-

tem.
D;.
Ds.

Ds.

Sve tacne atomicne Xg-recenice su dokazive u S .

Za bilo koja dva razlic¢ita prirodna broja m in recenica M # 7 je dokaziva

uS.

Za proizvoljnu promjenljivu w i prirodan broj n formule w <7 = (w =
0V Vw=n) je dokaziva u S .

Preciznije, uslovi Dy, Do, D3 impliciraju C1, dok uslov D3 implicira Cs .

Dokaz.

1.

Dokazimo da vrijedi C . Treba samo dokazati da je svaka neta¢na atomicna
Yo-recenica odbaciva u §. Ako je ta reCenica oblika @ = 7, onda je
odbaciva zbog Dy. Neka imamo neta¢nu re¢enicu oblika m < 7. Posto je
to netaéno, sve recenice m = 0,/ = 1,...,M = 7 su netaéne, pa su sve
odbacive. Dakle, reéenicam =0V m =1 V---V m =7 je odbaciva. Sad
iz. Ds slijedi (zamjenom m umjesto w) da je T < n odbaciva.
Posmatrajmo sad neta¢nu recenicu oblika m + 7 = k. Kako je recenica
netac¢na, slijedi da je m+n = p za neko p # k. Tada je m+n = p dokaziva
u S (prema D;) i p # k je dokaziva prema Do, pa je i formula m + 7 # k
dokaziva u S (za bilo koje terme t1,to,t3 formula (¢, = to Aty # t3) =
(t1 # t3) je validna) .

Slicno se dokazuje i za netacne recenice oblika m -7 = k.

Dokazimo da D3 = Cs. Neka je F'(w) neka ¥g-formula i neka su recenice
F(0),...,F(n) sve dokazive. Tada su formule w = 0 = F(w),...,w =
n = F(w) sve dokazive, pa je dokaziva i formula (w =0 V.-V w =
n) = F(w), pa je zbog D3 dokaziva i formula w < © = F(w). Prema
pravilu generalizacije dokaziva je i formula Vw(w <7 = F(w)), tj. (Vw <
n)F(w). O

Neka je (Q) sistem dobijen od PA brisanjem aksiome 19 (indukcija) i (Qo) sistem
dobijen od @ brisanjem aksiome 16 (v; < wvg V vy < vq).
Neka je (R) sistem ¢ije su nelogicke aksiome:

Q.

sve recenice M+ 7 =k, gdje je m+n =k

Q. sve recenice m -7 =k, gdje jem-n =k

Q3. sve reCenice m # 7, gdje su m i n razli¢iti prirodni brojevi

Q4. sve formule v; <M< (v =0V---V vy =7)
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Q5. sve formule v <7 V7 < v

Neka je (Rp) sistem (R) bez aksiome 5 .

Propozicija 10 Sistem (Ry) je Xo-kompletan .

Dokaz. Za bilo koji prirodan broj n recenica m = n je teorema logike prvog
reda sa jednakoséu, pa je dokaziva u (Rp). Neka je m < n. Posto je dokaziva
m = m, dokaziva je i re¢enica m = 0 V ---V m = n. Koristeéi Q4 dobijamo
da je dokaziva i m@ < m. Dakle, sve tacne recenice oblika m < 7 su dokazive u
(Rp), pa zbog Q1 i Qs slijedi da su sve ta¢ne atomi¢ne ¥g-recenice dokazive u
(Ro), pa je ispunjen uslov D;. Uslov D5 je ispunjen zbog Q3. Uslov Dj slijedi
kad se na €4 primijeni generalizacija i izvrsi zamjena promjenljive. O

Propozicija 11 (Ry) je podsistem od (Qp) .

Dokaz. Dovoljno je dokazati da su sve aksiome (Ry) dokazive u (Qo).

1. Koristeéi aksiomu 11 imamodajen+l=n+1,n+2=n+2,..., n+m =
n + m (taj niz pravimo induktivno).

2. Sliéno, koristeéi 1, dokazujemon-1=n-1,n-2=n -

[\]

yee, M =N-Mm.
3. Treba dokazati da je T # n + m. Iz aksiome 8 imamo da
m#En=>m+1#n+1

i za svako n > 0 recenica 0 # 7 je dokaziva (aksioma 9), pa induktivno
dobijamo
1#n+1,2#n+2,... m#n+m.

4. Indukcijom po n dokazujemo da je v; < & (v =0 V.-V v; = n)
dokazivo u (Qq). Prvo, v1 < 0 < v; = 0 je dokazivo iz aksiome 14. Ako
je

V1 §ﬁ<ﬁ>(vl =0V---V V1 :ﬁ)

dokazivo, tada zbog

1)1§7’L+1<:>(’01 §ﬁ\/vlzn+1)

(8to dobijamo iz aksiome 15) slijedi na osnovu iskazne logike da je i

m<n+le (v=0V---Vo=n+1)
dokazivo. O

Propozicija 12 (R) je podsistem od (Q) .

Dokaz. Kako je (Rp) podsistem od (Qp), slijedi da je i podsistem od (Q).
Takodje, 25 se dokazuje u (Q) iz aksiome 16, pa je (R) podsistem od (@Q). O
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Teorema 13 Sistemi (Ry), (R), (Qo), (Q) i PA su svi Xo-kompletni.

Dokaz. Sistem (Ry) je Yo-kompletan i podsistem ostalih sistema. O

Teorema 14 (Gedel) Ako je PA w-konzistentna, onda je nepotpuna.

Dokaz Imamo da je PA rekurzivna Yg-kompletna teorija, pa iz w-konzistentnosti
slijedi nepotpunost. O

Teorema 15 (o w-nepotpunosti) Ako je S bilo koji w-konzistentan rekurzi-
van Yo-kompletan sistem, tada je S w-nepotpun, tj. postoji formula F(w) takva

da su sve recenice F(0),F(1),... dokazive, dok univerzalna reéenica YwF (w)
nije dokaziva.

Dokaz. Takva je formula F(vy) = ~A(@, v2) koju smo ranije koristili. O
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