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Osnove matematike

JEDNA NOVA KLASA RELACIJA

Daniel A. Romano®

Sazak: U ovom tekstu, slijedeé¢i koncepte izlozene u radovima [5]-[], [4]-[10],
uveden je i analiziran je koncept kvazi-normalnih relacija i dualno kvazi-normalnih
relacija na skupovima. Data je i jedna karakterizacija ovog pojma. Dati su
potrebni i dovoljni uslovi da relacija anti-uredjenja £ bude (dualno) kvazi-
normalna relacija.
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Abstract. In this paper, following concepts introduced in articles [5]-[7] and
[@]-[00], the concept of quasi-normal and dually quasi-normal relations are intro-
duced and analyzed. A characterizations of quasi-normal relations are obtained.
In addition, particulary we show when the anti-order relation £ is a (dually)
quasi-normal relation.

Math. Subject Classification (2010): 03E20, 06B11, 20M20
ZDM Subject Classification (2010): E20, B11

Key words and phrases: relation, quasi-normal relation, dually quasi-normal
relation

1 Uvod

Prvu karakterizaciju regularnih relacija dao je Zareckii ([12], [£3]). Ovu klasa
relacija izucavali su 1 Markowskiy ([8]), Schein ([IT]) i Xu Xiao-quan i Liu Ying-
ming ([I4]) (pogledati na primjer, i tekstove [0] i [2]). Karakterizaciju kon-

jugativnih, dualno konjugativnih kao i dualno normalnih relacija dali su Jiang
Guanghao i Xu Luoshan ([5], [G]), a karakterizaciju normalnih relacija dali su
Jiang Guanghao, Xu Luoshan, Cai Jin i Han Guiwen ([{]), a kvazi-regularnih
(i dualno kvazi-regularnih) i kvazi-konjugativnih (i dualno kvazi-konjugativnih)
relacijama dao je ovaj autor u radovima [9] i [[0]. U ovom radu uvodimo kon-
cept kvazi-normalnih relacija (i dualno kvazi-normalnih relacija) na skupovima

slijede¢i koncepte izlozene u radovima [5]-[i] i [9]-[0T].

IMasinski fakultet, Univerzitet u Banjoj Luci, Bosna i Hercegovina, Vojvoda Stepa
Stepanovié¢ 71, 78000 Banja Luka, e-mail: bato4d9@hotmail.com
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Neka je X neprazan skup. Svaki podskup p C X x X je relacija na skupu X.
Sa B(X) oznac¢avamo skup svih binarnih relacija na skupu X. Za o, 8 € B(X)
definisemo

Boa={(r2)eXxX:(ByeX)(zy) €an (y2) €A
Relacija 8 o « je komponat relacija o 1 5. Sem toga, definiS§emo,
al={(z,y) e X x X :(y,2) €a}, a®=XxX\a.
ZaACXi1iBCXia C X x X determiniSsemo
Aa={ye X :(Frc A)((z,y) €a)}, aB={x e X: (Fy e X)((z,y) € a)}.

Specijalno, za A = {a} i B = {b} umjesto {a}a pisa¢emo ac , odnosno, umjesto
a{b} pisa¢emo ab.

Nedefinisani pojmovi i oznake koriSteni u ovom tekstu mogu se naci u bilo
kojoj knjizi o teoriji skupova ili teoriji polugrupa.

Neka je X neprazan skup. Poznato je da je B(X) polugrupa. U toj polu-
grupo, element Idx = {(z,z) : © € X} je neutralni element. Neke od poznatih
elemenata te polugrupe dati su u slijedec¢oj deskripciji:

Definicija 1.1 . Za relaciju a € B(X) kaZemo da je:
- regularna ako postoji relacija § € B(X) takva da je
a=aofoa.
- normalna ([6]) ako postoji relacija f € B(X) takva da je
a=aofo(a®)L
- dualno normalna ([5]) ako postoji relacija B € B(X) takva da je
a=(a)"topBoa.
- kongjugativna ([d]) ako postoji relacija B € B(X) takva da je
a=a"lofoa.
— dualno konjugativna ([d]) ako postoji relacija B € B(X) takva da je
a=aofoal.
- kvazi-konjugativna ([9]) ako postoji relacija f € B(X) takva da je
a=a"ltoBoa’.
- dualno kvazi-konjugativna ([9]) ako postoji relacija 8 € B(X) takva da je
a=a%o0Boa™l.

- kvazi-regularna ([I0]) ako postoji relacija § € B(X) takva da je
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a=a%o0foa.

- dualno kvazi-regularna ([M0]) ako postoji relacija B € B(X) takva da je

a=aofoa’.

Uvedimo pokratu: a! = a. Prema izlozenom u Definiciji 1.1, ideja je sli-

jedeéi: Posmatramo relaciju a na X za koju postoji relacija 8 na X takva da
je

a=(a®)’opo (a),
pri éemu je a,c € {—1,1} i b,d € {C,1}. Podsjetimo se da vrijedi (a~1)¢ =
(a®)~!. Osim veé iskoristenih opcija, izlozenih u Definiciji 1.1, postoje i sli-
jede¢e moguénosti:
(10) a = a% o Bo(a’)L idualno a = (a®)"toBoa’;
1

(1) a=atoBoa”

(12) a =a% o Boa’

(13) a=(a) 0 Bo(a®) !

(14) a =a"toBo(a®)™! idualno a = ()t oBoa ™t

U tekstovima [d] i [0] analizirali smo kvazi-konjugativne (i dualno kvazi-
konjugativne) relacije i kvazi-regularne (i dualno kvazi-regularne) relacije. U
ovom tekstu, nastavljajuéi analiziranje ovakvih relacija, analizira¢emo, u sli-
jedecoj sekciji, klase relacije opisane jednakostima (10). Procijenjujuéi da ova
analiza predstavlja novitet u matematici, ovaj tekst, u neSto izmijenjenom ob-
liku, bi¢e ponudjen (na engleskom jeziku) nekom od medjunarodnih matematickih
casopisa. Tekst ée se pojaviti pod naslovom: Quasi-normal relations on sets ([3]).
Takodje, u pripremi je tekst u kojem ¢e biti analizirane relacije koje zadovol-
javaju uslov opisan jednakogéu (11). Takva relacija je, o¢igledno sama sebi dual.

Ovdje izlozeni materijal moze korisno posluziti kao osvjezenje kursa ’Os-
nove matematike’ na raznim studijskim grupama drugog ciklusa na kojima se
osnove matematike izucavaju. Ovaj tekst, ¢ini se, lijepo ilustruje ne samo pro-
ces uopstavanje ve¢ i matematicki proces uvodjenja novih pojmova neznatnim
izmjenama veé postojeéih matematickih koncepata.

2 Kvazi-normalne relacije

U slijedeé¢im definicijiama uvodimo dvije nove klase relacija na skupu X:

Definicija 2.1 Za relaciju « na skupu X kazZemo da je kvazi-normalna relacija

na X ako postoji relacija f € B(X) takva da je
a=a%opBo (a1t

Definicija 2.2 Za relaciju « na skupu X kazZemo da je dualno kvazi-normalna
relacija na X ako postoji relacija B € B(X) takva da je
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a=(a)Ytopoal.

Da familija kvazi-normalnih relacija nije prazna vidi se iz slijedece analize:
Ako je relacija a € X x X takva da je a© o (a®)~! = Idx, tada imamo
a=Idxoaoldx = (a0 (a)Hoao (a0 (a®)™)

—aCo((a%) FoaoaC)o(at)!
=a®o0fBo (ac)_l.

Vidimo da je u ovom slu¢aju relacija « kvazi-normalna relacija. Analogno, ako

za relaciju a € X x X vrijedi (a“)™! o a® = Idy, tada imamo

a=Idxoaoldx = ((a®)toa)oao ((a®)toa’)
— (aC)—l o (aC oo (aC)—l) oaf
— (aC)—l OB o0 af.

Prema tome, takva relacija a je dualno kvazi-normalna relacija.
Ovdje izlozeni koncepti mogu se reprezentovati koristenjem i nekih drugih
kategorijalnog koncepta. Na primjer, koristenjem koncepta "box relation’: Neka

su « 1 B relacije na skupu X. Za elemente x,y € X determiniS§emo 'box proizvod’
relacije « i relacije 8 na slijedeéi nacin:

(a0 B)(z,y) = az x By
={(u,v) e X x X :u € ax A v e Py}

Ako su «, 3,7 € B(X) proizvoljne relacije na skupu X, tada vrijedi

yoBoa=(aOy 1) (B).

Zaista, imamo:

(u,v) Eyofoa <= (Ja,be X)(u,a) € a A (a,b) € 8 A (b,v) €7)
< (3(a,b) € B)(u € aa A v ey 1b)
<= (3(a,b) € B)((u,v) € aa x 77 'b)
< (3(a,b) € B)((u,v) € (aBy~)(a,b))

Koristedi se ovim alatom, kvazi-normalne relacje opisujemo jednacinom
a=((@9)'0(%)~)(B),
a dualno kvazi-normalne relacije jednac¢inom
a=(a®0a%)(B).
U slijedecoj propoziciji dajemo vezu izmedju ove dvije klase relacija.
Propozicija 2.1 Neka je o relacija na skupu X. Vrijedi:

a~ ! je dualno kvazi-normalna relacija ako i samo ako je a kvazi-normalna.
a je dualno kvazi-normalna ako i samo ako je relacija o' kvazi-normalna.

2Koncept ’box relacije’ nedavno sam dobio od kolege Arpada Szaza iz Debrecina.
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Dolaz. Za kvazi-normalnu relaciju a = o o 8o (a®)~! imamo
o™l = (a€ 0 fo (a) )7t = ((a™)E) 7 0 g1 o (a™)C

Dakle, relacija a~! je dualno kvazi-normalna relacija ako je a kvazi-normalna
relacija. Druga tvrdnja se dokazuje analogno. O

Specijalno, za relaciju V = (Idx)® na X, buduéi da imamo (V¢)~1 oV =
Idx oldx = Idx, zakljutujemo da je to (dualno) kvazi-normalna relacija na X.

Naga druga tvrdnja je adaptacija Schein-ovog koncepta izlozenog u radu [I1],
Theorem 1 (ili, [], Lemma 1.) za naSe potrebe. (Radi komparacije, pogledati
adaptacije ovog koncepta u radovima [5]-[7], [@] i [00]] za potrebe tih radova.):
Lema 2.1 Za zadanu relaciju o € B(X), relacija o* = ((a®)~!

oa® o)’ je
maksimalan element u skupu relacija B € B(X) takvih da je a©oBo(a®)~1 C a.

-1

Dokaz: Prvo, podsjetimo se da je maz{3 € B(X): a®ofo(a®)"! C a} =
U{B e B(X):a®ocpBo(a’) ! C a}. Neka je 8 € B(X) uzeto po volji tako da
je %o Bo (a®) ! C a. Dokazimo da vrijedi 8 C a*. Ako to ne bi bilo tac¢no,
postojao bi par (z,y) € 8 takav da je —((z,y) € a*). Ovo posljednje daje:
(z,y) € (@)t oa®o0a’
— (Fu,v € X)((w,u) € a® A (u,v) € a® A (v,y) € (%))
< (u,v € X)((u,z) € (@)t A (u,v) € a® A (y,v) € a©)
= (3u,v € X)((u,z) € (@) A(z,y) € BA(y,v) € aC A (u,v) € a¥)
= (3u,v € X)((u,v) €aoBo(a®)t C aA(u,v)€a’).
Dobili smo kontradikciju. Dakle, mora biti § C a*.
S druge strane, treba dokazati da relacija o* zadovoljava inkluziju «
a* o (“9)71 C a. Uzmimo (z,y) € a® o a* o (a%)~! po volji. To znaéi da
postoje elementi u, v u X takvi da je (z,u) € ()7L, (u,v) € a* i (v,y) € aC.
Dakle, iz (z,u) € (o)™, =((u,v) € (@)L oa® 0a®), (v,y) € o, imamo
—((z,y) € a%). Zaista, kad bi bilo (z,y) € a® imali bi (u,v) € (a%)"toa®0a®
Sto je nemogude. Imamo, prema tome, (x,y) € « i, znadi, aoa*o (ac)_l.
Na osnovu izlozenog, zakljucujemo da je a* maksimalan element u familiji
relacija 3 € B(X) takvih da je a® o fo (a“)~! C a. O

Co

Lema 2.2 Za zadanu relaciju o € B(X), relacija a, = (a©o0a® o (o)1) je

maksimalan element u skupu relacija f € B(X) takvih da je (a©) 1oBoa® C a.

U slijede¢oj propoziciji opisujemo neke osobine relacija a® i ay :

Propozicija 2.2 Za o € B(X) imamo

(a) o = {(z,y) € X x X : a% o {(z,y)} o ()
={(z,y) € X x X : za® x ya® C a}

(b) aw ={(z,y) € X x X : (@) "o {(z,y)} 0a® C o}

N

o}
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={(z,y) e X x X :a% x a% C a}.
1

(¢) (@)™ = (a7 h)..
(d) (@)™t = (a7 h)".

Dokaz. (a) Lako se provijerava da je
o ={(z,y) € X x X a0 {(z,y)} o ()" C a}

={(z,y) € X x X : za® x ya® Q at.
Ako za elemente z,y iz X vrijedi a® o {(z,y)} o (a®)™! C a, tada imamo
{(z,y)} € a*. Obrnuto, uzmimo po volji (z, y) a*. Tada postoji relacija
B € B(X) takva da je (z,y) € B i takva da je a“ o Bo (a®)~! C a. Bududi da
vrijedi

C)f

*

“o{(z,y)}o (@)t Caopo ( Gt Ca
zakljuéujemo da vrijedi a* = {(x y) € X x X :a%o{(z,y)} o (a®) "t C a}.
S druge strane, jednakost a® o {(z,9)} o (a®)~! = za® x ya® se provijerava
direktno. Imamo:

(,0) € a® o {(z,9)} 0 () = (u,2) € ()" A (y,v) €
<« (z,u) € a® A (y,v) € a©
<:>u6$ac/\116yac
< (u,v) € za® x yaC.
Analogno, lako se provuerava da je
(z,9) € X x X : (@) "o {(z,y)} 0a® C a}
(xy)EXXX a%r x a yCa}
(@) ' ={(z,y) € X x X : za® x ya© C a}~!

C

(b)
a. = {
=
(c)

={
={(y,7) € X x X : 2a® x ya© C a}
={(z,y) € X x X : ya¥ x za® C a}
={(z,y) € X x X :2a% x ya© C a71}
={(z,y) e X x X : (o) lz x (%) ly C a7t}
={(r,y) e X x X :(aH%% x (a1 C a1}
= (7).
(d) Dokaz tvrdnje (d) je analogan dokazu tvrdnje (c). a
U sljedec¢oj tvrdnji dajemo jednu karakterizaciju dualno kvazi-normalnih
relacija. To je nasa adaptacija koncepta izlozenog u [@], Theorem 7.2. (Takodje,
na ovu tvrdnju mozemo gledati i kao nasu adaptaciju slijedeéih teorama: Theo-
rem 2.3 u [{], Theorem 2.4 u [6] i Theorem 2.3 u 5], zatim Theorem 2.1. u [I0],

odnosno Theorem 2.1 u [4]).

Teorem 2.1 Za relaciju o na skupu X sljedeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) « je dualno kvazi-normalna relacija.
(2) Za (z,y) € a postoje elementi u,v € X takvi da vrijedi:
(a) (z,u) € a® i (y,v) € a©
(b) (Vs,t € X)((s,u) € a“(t,v) € a© = (s,t) € a);
(3)a C (o) toa,o0aC.
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Dokaz. (1) = (2). Neka je o dualno kvazi-normalna relacija, tj. neka postoji
relacija B takva da vrijedi @ = (o)™ o Boa®. Neka je (z,y) € a. Tada
postoje elementi u,v € X takvi da je (x,u) € a%, (u,v) € B8, (v,y) € (%)L
Odavde slijedi da postoje elementi u, v € X takvida je (z,u) € a® i (y,v) € a©.
Ovim je uslov (a) dokazan. Preostaje da provjerimo uslov (b). Neka su elementi
5,1 € X uzeti po volji takvi da je (s,u) € a® i (t,v) € a®. Sada, iz (s,u) € o,
(u,v) € B, (v,t) € (a%)7! slijedi (s,t) € ()"t oBoa’ = a.

(2) = (1). Uzmimo relaciju

o ={(u,v) € X x X : (Vs,t € X)((s,u) € ac(v,t) o’ = (s,t) € a)}

1 C

i pokazimo da vrijedi (o)~ oo’ 0 a® = a. Uzmimo (z,y) € a. Tada postoje
elementi u,v € X takvi da vrijede iskazi (a) i (b). Imamo (u,v) € &/, prema
definiciji relacije o/. Dalje, iz (z,u) € a%, (u,v) € o i (v,y) € (@)1 slijedi
(z,9) € (%) "toa' oa®. Ovim je pokazano da vrijedi @ C (a®)"!oa’o0a®.
Obrnuto, neka je par (z,y) € (a®)™! o o’ o a® uzet po volji. Dakle, postoje
elementi u,v € X takvi da je (z,u) € a“, (u,v) € &' i (v,7y) € (o)™}, odnosno
takvi da je (z,u) € a% i (y,v) € a®. Odavde, prema definiciji relacije o/, slijedi
da je (x,7) € a obzirom da je (u,v) € /. Dakle, (a®)"toa’0a® C a. Ovim je
pokazano da je relacija « dualno kvazi-normalna relacija na skupu X jer postoji
relacija o’ takva da je (o) toa/ 0 a® = a.

(1) < (3). Neka je a dualno kvazi-normalna relacija na X. Tada postoji
namjenje jedna relacija 8 takva da je o = (a®)"! o foa®. Budué da je
a, = U{B € B(X): (a®)topBoa’ C a}, imamo B C a, pa time i a =
(@)Y toBoa® C (%! oa.oa’ Obrnuto, neka za relaciju a vrijedi
a C (a9 toa,oa. Kako je o, maksimalna relacija medju relacijama 3 za
koje vrijedi (a®)"toBoa® C a, zakljuéujemo da je a C ()7t
odakle slijedi da je a = (a) "t oa, 0a%, tj. relacija a je dualno kvazi-normalna
relacija. |

oaoaf C q,

U slijede¢oj tvrdnji, kao podlijedici prethodne, pokazujmeo potrebne i do-
voljne uslove da relacija anti-uredjenja £ bude dualno kvazi-normalna relacija.

Posledica 2.1 Neka je (X, <) parcijalno uredjen skup. Relacija & je dualno
kvazi-normalna relacija na X ako i samo ako za svako x,y € X takve da je
z £ y postoje u,v € X takvi da vrijedi:

(@) x<uAny<w,i

1) (VzeX)(zLuVzL).

Dokaz. Neka je relacija £ dualno kvazi-normalna relacija na X i neka za
elemente z,y € X vrijedi ¢ y. Tada, prema prethodnom teoremu, postoje
elementi u,v € X takvi da vrijedi

(a)z<uAy<wv,i

(b) (Vs,t € X)((s <unt<wv)=s£t),

Neka je element z uzet po volji i ako u prethodnu formulu (b) stavimo z = s = ¢
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dobi¢emo
(z<uAnhz<v)= 2%z

$to je kontradikcija. Dakle, =(z < u A z < v). Odavde slijedi z <€ u V 2 £ v.
Obrnuto, uzmimo po volji elemente z,y € X za koje je x < y. Postoje elementi
u,v € X takvi da relacija ¢ zadovoljava formule (a’) i (b’) u iskazu teorema:
@)z <uAy<w,i

) VzeX)(zLuV zLo).

Uzmimo elemente s,t € X, po volji, takve da je s < uAt < v. S druge strane, iz
tvrdnje (b'), za z = s, u ovom slucaju, s £ u V s <% v, bududi da je druga opcija
s & u, zbog s < u, nemoguca, slijedi s £ v. Obavde imamo s £ ¢ V ¢ £ v. Kako
je druga opcija, zbog t < v, nemogucéa, preostaje da je s £ t. Dakle, elementi
u 1 v zadovoljavaju uslov (b) prethodnog teorema. Prema tome, relacija £ je
dualno kvazi-normalna relacija. m|

Tvrdnje, analogne tvrdnjama iskazanim u Teoremu 2.1 i Posledici 2.1, koje
se odnose na kvazi-normalne relacije, iskazane su u slijedeée dvije propozicije.

Teorem 2.2 . Za relaciju o na skupu X sljedeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) « je kvazi-normalna relacija.
(2) Za (z,y) € a postoje elementi u,v € X takvi da vrijedi:
(a) (u,z) € a® i (v,y) € a©
(b) (Vs,t € X)((u,8) € a%(v,t) € a¥ = (s,t) € @);
(3) a C a®oa*o ()L

Posledica 2.2 Neka je (X, <) parcijalno uredjen skup. Relacija & je kvazi-
normalna relacija na X ako i samo ako za svako x,y € X takve da je x & y
postoje u,v € X takvi da vrijedi:

@)u<zAv<y, i

D) (Vze X)(ugzVoLz).

Primjer. Neka a je dualno kvazi-normalna relacija. Tada postoji relacija 8
na X takva da je a = (%) ! o foa®. Ako je 6 relacija ekvivalencije na X,
definisimo relaciju /€ na slijedeéi nacin

a/0 = {(ab,b0) € X/0 x X/0 : (a,b) € a}.

Za, ovako konstruisanu relaciju o/ na X/ imamo
a/§=((a/0)) " 0 B/00(a/h).

Naime, vrijedi

(ad,b0) € /0 <= (a,b) € a = (a®)"LoBoa’

< (3z,y € X)((a,z) € a“ A (z,y) € BA (y,b) € (o)1)

= (3,5 € X)(~((a,2) € a) A (2,9) € A ~((b,y) € )

= (Fz,y € X/)(—((ab,20) € a/0) A (x8,y0) € a/0 A =((b6,y0) € a/0))
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= (Jr,y € X)((ab,20) € (a/0)° A (x,y) € B/0 A (y,0) € ((/0)9)7T)
< (a/0,b/0)a/0 = ((/0)°) " 0 B/ o (a/0)C.
Dakle, relacija /6 je dualno kvazi-normalna relacija na X/6.
Buduéi da je 7 : X — X/0 surjektivna funkcija, tada je i relacija 7 =1(a/0),

definisana sa,
(a,b) € w‘l(a/e) <~ (n(a), (b)) € a/0,

takodje dualno kvazi-normalna relacija na X. Zaista, imamo:

(a,b) € 7 (a/0) <= (n(a), (D) € a/0 = ((a/0)°) " 0 B/0 0 (/0)

(Fub, vl € X/0)((r(a),ud) € (a/0)C A(ub,v0) € a/BA(ub), 7(b)) € ((a/@) )
< (Fub, vl € X/0)(—((m(a),ud) € a/0) A (ub,v0) € 5/0 A —(n(b),v0) € a/H))
< (Fu,v € X)(~((a,u) € 7~ a/0))A(u,v) € 7~ (a/O)A=((b,v) € T~ (a/@)))
= (Fu,v € X)((a,u) € (7 (a/0) Au,v) € 7 (a/)A(v,b) € (771 (/0))¢

= (a,b) € ((mH(a/0))°) o 1 (8/6) o (n*(a/6))C.

Ovim je kokazano da je 7~1(a /) takodje dualno kvazi-normalna relacija na
skupu X.

Sa £(X) ozna¢imo familiju relacija ekvivalencije na skupu X. Uoc¢imo da
dualno kvazi-normalna relacija a na skupu X formira podfamiliju M (a) =
{m " H«a/0) : § € £(X)} dualno kvazi-normalnih relacija u B(X). Specijalno,
podfamilija N'(V) = {7x=1(V/0) : £(X)} je jedna takva familija.

Napomene. Sasvim opravdano je postaviti pitanja:

1. Da li ima kvazi-normalnih (dualno kvazi-normalnih) relacija na skupu X
osim ovdje pomenutih?

2. Da li ima relacija na X koje su jednog tipa a nisu ostalih tipova, tj. koliko
se gore pomenute familije relacija medjusobno razlikuju?
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