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SaZetak: U ovom radu je data jedna interesantna metoda za dokazivanje algebarskih
nejednakosti. Ona se sastoji u sljedeCem za slucaj nejednakosti od tri promjenljive

f(x,y,z)>0; (x,y,z>0): DokaZemo najprije da vrijedi nejednakost
f(x,y,z)>f(ttz),

gdje je npr. t :%. Zatim dokaZemo da vrijedi nejednakost

f(tt,z)>0.

Kljuéne rijedi i izrazi: metoda dokazivanja, algebarska nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine, Nesbitova nejednakost.

Abstract: In this paper is gived one interesting method for proving algebraic inequalities.
This method for the case of algebraic inequality for three variables f(x,y,z)zo;
(x, y,Z> 0) says: We prove first that is valid the inequality

f(x,y,z)> f(tt2)
where is for example t :%.

Then we prove that holds the inequality
f(tt,z)>0.

Key words and phrases: method for proving, algebraic inequality between arithmetic and
geometric means, Nesbitt's inequality.
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Dobro nam je poznata nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine
za tri pozitivna broja x,y,z koja glasi:

% >3J/xyz , (1)

gdje jednakost vrijedi u slucaju kada je x=y=z.
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U [1] je dato Sest raznih dokaza nejednakosti (1). Sada ¢emo dati jednu
interesantnu metodu pomocu koje ¢emo dokazati nejednakost (1). Ova metoda se
ina¢e moZe uspjesno koristiti za dokazivanje raznih algebarskih nejednakosti.

Dokaz 1. Nejednakost (1) ekvivalentna sa nejednako$cu:
f(x,y,2)=x+y+2z-3%xyz 20; (x,y,2>0). 1)

U prvom koraku ¢emo dokazati da vrijedi nejednakost:

f(x,y.2)>f(ttz), )

gdjejet:%.

X+Yy

Zbog poznate nejednakosti > /xy slijedida je t*>>xy.

Imamo sada
f(x,y,z)—f(t,t,z)=x+y+z-33xyz —(2t+z—3§/th)= 3(3/@—§/xyz)20 ,

a odavde slijedi da je nejednakost (2) ta¢na.
Dokazaé¢emo sada da vrijedi nejednakost:

f(t,t,2) =2t+z-3t?z >0. (3)
Imamo
f(t.t,z)>0
o 2t+z2> 33?2
c>(2t+z)3 > 27t%z
o8t +12t%z 4622 + 22 —27t%2 20
< 8t3 —15t%z+6t22 +2° >0

< 8t° —8t?z—6t%z+6t22 —t?2+2° >0
<:>8t2(t—z)—6tz(t—z)—z(t2 —22)20
)

JE

= (t—z)(8'[2 -8tz +tz—22)20
)

o (t—z)[8t2 —6tz-z(t+2

& (t-2)°(8t+12)>0,

Sto znaci da je nejednakost (3) tacna.
Sada iz (2) i (3) dobijamo nejednakost (1), odnosno nejednakost (1). O
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Dokaz 2. Sada ¢emo dokazati da vrijedi nejednakost:

f(x,y,2)f(tt,2), (4)
gdje je t=/xy .
y

Zbog poznate nejednakosti X%z xy slijedidaje 2t<x+y,tj. x+y-2t=>0.

Imamo sada
f(x,y.2)-f(tt,z)=x+y+z2-33xyz —(2t+z—33 xyz)z X+y-2t>0,

a odavde slijedi da je nejednakost (4) ta¢na.
Dokaza¢emo sada da vrijedi nejednakost:

f(t,t,z) =2t+z-3t?z >0. (5)
Imamo
f(tt,z)>0

o 2t+z>30
c>(2t+z)3 >27t%z

o 8t +12t%2+ 6122 +2° - 27t%2 >0

< 8t° —15t2z+6tz22 +2° >0
(pokazano u Dokazu 1.)

o (t-2)%(8t+2)>0,

Sto znaci da je nejednakost (5) tacna.
1z nejednakosti (4) i (5) slijedi nejednakost (1'), odnosno nejednakost (1). O

Sada ¢emo koriste¢i ovu metodu dokazati poznatu Nesbittovu nejednakost
¢ijih se deset dokaza nalazi u [2], jo§ jedanaest u [3] i jedan u [4]. Rije¢ je o
sljedecoj nejednakosti:

a b c >§
b+c c+a a+b 2

; (ab,c>0). (6)

Dokaz: U prvom koraku ¢emo dokazati nejednakost:

f(ab,c)> f(ttc), (")
. a b c . a+b
gdje je f(a’b’c):b+c+c+a+a+b = sz '

Imamo
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a+b a+b a b c a+b a+b c
f(ab,c)-f : C|= + + - + +
2 2 b+c c+a a+b \a+b+2c a+b+2c a+b

_a b _2(a+b) _a®+ca’®+ch® +b° —2abc—ab’ —a’p ®)
b+c c+a a+b+2c (b+c)(c+a)(a+b+2c) '

Na osnovu AM —GM nejednakosti za n=3 i n=2 imamo:

3 3 3 3 3 3
ad+ca?+ch?+b3=2 +a3 +b”  a +b3 b | ca? +cb? > a’b+ ab® + 2abe. 9)

Sada iz (8) i (9) slijedi:

a ovo je nejednakost (7).
Preostaje nam jo$ da dokaZzemo nejednakost:

a+b a+b 3
f —,cl=f(tt,c)>=. 10
(2 2 J ( ) 2 (10)
Imamo
3

f(t,t,c)>—=

(tte)2-
@L_FL_}_EZE

t+c t+c 2t 2
c>£+£—§20

t+c 2t 2

< 4t? +c(t+c)-3t(t+c)>0
o t?-2tc+c? >0

o (t-c)* 20,

Sto je svakako tacno, pa je i nejednakost (10) tacna.

Sada iz nejednakosti (7) i (10) slijedi nejednakost f (a,b,c) zg, tj. nejednakost
(6).

Vrijedi jednakost u (6) ako i samo ako je a=b=c. 0

Sada ¢emo koriste¢i ovu metodu dokazati jednu algebarsku nejednakost sa
Cetiri promjenljive koja glasi:
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a* +b* +c* +d* +2abcd > a?b? +b%c? +c?d? +d2a® +a’c? +b%d?, (11)

gdjesu a,b,c,d >0.
Dokaz: Data nejednakost je simetricna pa ne umanjujuéi op$tost moZemo
pretpostaviti da je a>b>c>d . Neka je

f(ab,c,d)=a*+b*+c* +d* +2abcd —a’h® —b?c® -c?d* -d?a® —a’c? -b%d?,
odnosno

fabe,d)=at +b* +c* +d* +2abed —a’c? —bd? —(a% +¢? )(b? +d?).

Imamo sada
f(ab,c,d)-f(vacbac,d)=a* +b* +c* +d* +2abed —a’c® -b’d® - (a® +¢? (b +d° ) -

[azc2 +b* +a%c? +d* +2abcd —a%c? —b%d? —2ac(b2 +d2)} =
=a*+c* —2a%c? —(b2 +d2)(a2 +c? —2ac) =

:(a2 —02)2 —(b2 +d2)(a—c)2 =(a-cy’ [(a+c)2 —(b2 +d2)}:
~(a—c)’ [(a2 —b2)+(c2 —d2)+2ac}20,

jer je a>b>c>d. Dakle, imamo:
f(abcd)>f(Vacbac,d).  (12)

Dokazaéemo sada da je

f(&,b,@,d)zo, (13)

odnosno stavljaju¢idaje a=b=c=t>d:
f(t,t,t,d)>0

< 3t4 +d* +2t3d > 3t* + 3t2d?

< d* +2t3d > 3t%d?
4 3 3
- w >3d* 3d t3d |

aovo je AM —-GM nejednakost za n=3 koja je tacna pa je i nejednakost (13) tacna.
Sada iz (12) i (13) slijedi data nejednakost (11).
Vrijedi jednakost u (11) ako i samo ako je a=b=c=d ili a=b=c,d=0, te
a=b=d,c=0,0dnosno a=c=d,b=0 ib=c=d,a=0. O
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Na kraju ¢emo dati dva dokaza jedne nejednakosti i to koriste¢i prezentiranu
metodu a zatim dati dokaz na drugi naéin ne Koriste¢i ovu metodu. Rije¢ je o
sljedecoj nejednakosti:

a* +b* +c* —3ahc zg, (14)

gdje su a,b,c realni brojevi takvi da je a+b+c=0ic>1.
Dokaz 1. 1z datog uslova a+b+c=0 slijedi:

at +b* +c* = Z(aZb2 +b%c? +a2c2) ,
pa je sada dovoljno dokazati da vrijedi nejednakost:

3
f(ab,c)>—,
(abc)>

gdjeje f(ab,c)= 2(512b2 +b?c? +a2c2)—3abc .

Imamo sada
a+b a+b c ¢ ¢t ¢t ) 3¢t
platba+d ¢ & _Col_plC O & | 3¢
2 2 2 2 16 4 4 4
3

=§(%_3j21(g_3j= (zbog c>1). (15)

4\ 2 412 8

Dalje slijedi

f(ab,c)-f (%m,%b,cj=

202 a+b\* 2l 2 o a+b)’ a+by
=2ab—T +2cC a+b—2T —Scab—T =

2 4

2 2 2 2.2 2 a2 2
_ ab—(a;bj Mab“{a;bj }LZCZ.Za +2b%-a*-b 2ab_3cl4ab a’-b*-2ab _

odnosno

Sada, iz (15) i (16), dobijamo:

f(ab,c)>f (ib ,a—+b,cj > 3 .
2 2 8
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Vrijedi jednakost u (14) tj. f(a,b,c)zg ako i samo ako je a:b:—% ic=1. a

Dokaz 2. 1z uslova a+b+c=0 slijedi a+b=-c<-1 (zbog uslova c>1).
Razlikova¢emo dva slucaja:

1° Jedan od brojeva a ili b je nenegativan. Ne umanjuju¢i opstost
pretpostavi¢emo da je a>0. Tada je b <0 iimamo sada da je —abc >0 . Slijedi sada

a* +b* +c* —3abc>c* 21>§,

Sto znaci da je data nejednakost (14) tacna.

2° Oba broja a i b su nepozitivna, tj. a,b<0. Tadaje —a=m>0 i -b=n>0,
tj. m+n=c>1 te je sada potrebno dokazati da vrijedi nejednakost:

m* +n* +¢* —3mnc 2%. (17)

Imamo sada
m* +n* +c* —3mnc =m* +n* +(m+n)4—3mn(m+n):

=m* +n* +m* +4m*n+6m?n? + 4mn® + n* —3m?n—3mn? =

=2m*+2n* + m®n+ mn® +(3m3n+3m2n2 +3m?n? +3mn3)—(3m2n+3mn2):
=2m*+2n* + m®n+ mn® +(m+n)(3m2n+3mn2)—(3m2n+3mn2) =
=2m*+2n* + m®n+ mn® +(m+n—1)(3m2n+3mn2) >

>2m* +2n* +mPn+mn® =m* +n* +m® (m+n)+n?(m+n)=

:(m4 +n4)+(m+n)(m3 +n3)2%+1-§:§ ,

jerje m+n=c>1 itakoder:

4 4 3 3
4/m +n Zm+n21 i 3/”‘ +n Zm+nZ
2 2 2 2 2

1 . 2
m*+n*>= i md+n®>2.
8 8

N |~

te odavde

Ovim je dokazana nejednakost (17), odnosno data nejednakost (14).

Vrijedi jednakost u (17) i (14) ako i samo ako je m+n—-1=0 i m=n, {j. m:n:%

te a:b:—%ic:l. 0
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Svakako je Dokaz 1. kradi i elegantniji od Dokaza 2., $to ide u prilog tvrdnji da
je izloZzena metoda dokazivanja nejednakosti veoma efikasna i znac¢ajna.

Dobro bi bilo da buduéi ¢itaoci ovog ¢lanka pokuSaju primjeniti ovu metodu
kod dokazivanja nekih algebarskih nejednakosti sa tri, ¢etiri i viSe promjenljivih.

Inac¢e, ova metoda dokazivanja nejednakosti je u matematickoj literaturi na
engleskom jeziku poznata pod nazivom Method Mixing Variables (MMV) ili u
prevodu Metoda zamjene (mjeSanja) promjenljivih.
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