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ŠEST DOKAZA JEDNE TEOREME O PRAVILNOM 
PETNAESTOUGLU 

  

(Six proofs of one theorem on regular 15-gon) 

Aleksandar Sredojević1 i Dragoljub Milošević2 

 

Sažetak. U radu dajemo šest raznih dokaza jedne teoreme o pravilnom 
petnaestouglu. 
 
Ključne reči: pravilan 15-ougao, stranica i dijagonale pravilnog 15 – ougla, slični 
trouglovi,  sinusna teorema, adicione formule za sinus, Ptolemejeva teorema, 
Molvajdove formule.  
 
Abstract.  In this paper we give six proofs of one theorem for regular 15-gon. 
 
Key words: regular 15-gon, side and diagonals of regular 15-gon, similar triangles, 
sine law, addition formulas for sine, Ptolemy's theorem, Mollweid's formulas. 
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        Poznato je da se mnoge geometrijske teoreme mogu dokazati na različite 
načine (npr. za Pitagorinu teoremu nađeno je više od stotinu dokaza). Dokazivanjem 
teoreme na razne načine učenik stiče samopouzdanje, istražuje i gradi svoju 
matematičku zrelost.3  
 
        U [1] data je sledeća teorema (bez dokaza): U pravilnom petnaestouglu 

1410 ...AAA  važi jednakost:  

                                                             
1 Nikole Milićevića Lunjevice 7/2/7, 32300 Gornji Milanovac, Srbija 
2 17.NOU divizije 43, 32300 Gornji Milanovac, Srbija 
3 Ovaj članak je namenjen mladim matematičarima – srednjoškolcima i  nastavnicima koji rade sa 

darovitim učenicima.  
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1
AA 704020

111
AAAAAA

 . 

 
Prikazaćemo šest načina dokazivanja ove teoreme. 
 

Prvi način. Uvedimo sledeće oznake: ,cAA bAA aAA  302010 ,, dAA0 4 , 
fAA eAA  6050 ,  i gAA 70 . Tada navedena jednakost postaje 

                                                     
gdba
1111

 .                                                  (1) 

Centralni ugao nad stranicom pravilnog petnaestougla je  2415:360  , a 
odgovarajući periferijski ugao iznosi  122:24  . S obzirom da je spoljašnji ugao 
jednak centralnom uglu, tj. ,24 to je unutrašnji ugao pravilnog 15-ougla jednak 

.15624180    
        Na dijagonali dAA0 4 odredimo tačku B  tako da cAABA  300 (slika 1). 
Tada je cdBA 4 . Trougao BAA 30  je jednakokraki, pa je  

  .842:121803030
  BAABAA  

U trouglu BAA 43  imamo  

     48841221563003243243  BAAAAAAAAABA  

 i  3612343  BAA , a i u trouglu 740 AAA  je  
 36123704  AAA  i .48124470

  AAA  
Zaključujemo da su trouglovi BAA 43  i 740 AAA  slični, jer imaju jednake uglove. 
Zbog toga je  

,:: 4047043 AABAAAAA   odnosno   dcdga ::  . 

Odavde sledi  ,cdgad  tj.  
                                                      cgaddg  .                                                   (2) 
Na dijagonali 30 AA  odredimo tačku C tako da aAACA  100 , pa je 

acCA 3 . Kako je 2130 AAAA  i aCAAAAA  02110 , zaključujemo da je 

četvorougao CAAA 210  romb, što znači da je aCA 2 . Dakle, trougao CAA 32  je 
jednakokraki  .322 aAACA   U njemu je  

.1321221562132132
  CAAAAAACA  

U jednakokrakom trouglu  bAAAA AAA  4220420  imamo 

     1321212156423021321420  AAAAAAAAAAAA . 
Zaključujemo da su jednakokraki trouglovi CAA 32  i 420 AAA  slični, pa je  

,:: 4032032 AACAAAAA   ili   dacba ::  . 
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Odavde proizilazi  acbad  , odnosno 
                                                        .bcadab                                                    (3) 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

                                                  

 

 

 

                                                 

                                                               slika 1 

Deljenjem jednakosti (2) i (3) dobijamo 

 
  b

g
dba
agd

bc
cg

adab
addg









 

  

 

                                                                   ,1111
gdba

 q.e.d. 

Drugi način. Primenom Ptolemejeve teoreme na tetivne četvorouglove 8740 AAAA  
i 4210 AAAA  (slika 2), dobijamo 

bd
db

ag
ag 




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874074808470 AAAAAAAAAAAA    i 402142104120 AAAAAAAAAAAA  , 
odnosno  

dagcgd    i adabbc  , 
ili 

cgaddg   i  bcadab  . 

Posle deljenja poslednje dve jednakosti imamo 
 
  ,

b
g

dba
agd





a odavde lako 

dobijamo željenu jednakost (1). 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                          slika 2 
 
Treći način. Koristićemo Molvajdove formule 

2
sin

2
cos



 



c

ba   i  

2
cos

2
sin



 



c

ba , 

gde su cba ,,  dužine stranica i  ,,  veličine unutrašnjih uglova trougla ABC . 
Primenom prve formule na 840 AAA  (slika 3), imamo  
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,
24sin
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24sin
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gd
 

a primenom druge formule na 210 AAA  : 

.
84sin
72sin

6cos
72sin

2
12cos

2
12156sin


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
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slika 3 

 
Na osnovu sinusne teoreme je  

,
84sin
24sin

84sin2
24sin2










R
R

g
b

 

gde je R  poluprečnik kružnice opisane oko pravilnog 15-ougla (slika 3). 
Sada je  
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24sin
84sin
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a odavde je  

dg
gd

ab
ab 



, ili  

gdba
1111

 ,  tj. (1). 

 
Četvrti način. Kako je  

 48sin2,24sin2,12sin2 Rd Rb Ra   i 84sin2Rg  , 
jednakost (1) ekvivalentna je sa  

 84sin
1

48sin
1

24sin
1

12sin
1

 , 

tj. sa 

                                     








24sin48sin
24sin48sin

12sin84sin
12sin84sin 




.                              (4) 

 
Korišćenjem trigonometrijskih identičnosti 

2
cos

2
sin2sinsin yxyxyx 

  

i 

                                   Ryx     yxyxyx 


 ,,
2

cos
2

sin2sinsin , 

jednakost (4) transformiše se u  









24sin48sin
12cos

12sin84sin
48cos

 , 

odnosno u  
                             12cos12sin48sin48cos48sin24sin  .                     (5) 
Kako je 

 Rx     xxx  ,2sincossin2  
jednakost (5) ekvivalentna je sa   

 24sin84sin96sin24sin  , 
što je tačno zbog    84sin84180sin96sin  . 
 
Peti način. Korištenjem trigonometrijske identičnosti  

     Ryx      yxyxyx  ,,sinsinsinsin 22  
dobijamo redom 

     84sin236sin224sin260sin2 2222 RRRRbe    
                                                                   ,cg                                                            (6) 

     144sin224sin260sin284sin2 2222 RRRReg   
                                                                         bcRR   36sin224sin2 ,              (7) 

     96sin248sin224sin272sin2 2222 RRRRbf   
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                                                                           84sin248sin2 RR   ,dg            (8)   

       132sin212sin260sin272sin2 2222 RRRRef                   
                                                                           adRR   48sin212sin2             (9) 
i 

     156sin212sin272sin284sin2 2222 RRRRfg   
                                                                           abRR   24sin212sin2 ,          (10)  
gde smo upotrebili činjenicu da je  

  Rx     xx  ,sin180sin  . 
Sada imamo redom 

22

22

eg
be

bc
cg

b
g




  (zbog jednakosti (6) i (7)) 

                                                  
 
 2222

2222

effg
efbf




  

                                                  
adab
addg




  (zbog jednakosti (8) – (10), 

tj. 

gdbaadab
addg

b
g 1111





 , q.e.d. 

 
Šesti način. Neka je pravilan petnaestougao 1410 ...AAA u Gausovoj ravni upisan u 
jediničnu kružnicu sa središtem u koordinatnom početku (slika 4). Tada su brojevi  

k
k

kik
115

2sin
15

2cos 


             14,...,2,1,0    k   

koordinate tačaka 1410 ,...,, A A A redom. 
 
        Kako je 

40314020

1111
AAAAAAAA

  

i kako su vektori 


31 AA  i 


40 AA  kolinearni i istog smera i važi 1331  AA  i 

0440  AA , to je 
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
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tj. 

                                            
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


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                                                                 slika 4 
 
 
 
 
 
Takođe  

70437010

1111
AAAAAAAA

 . 
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Kako su vektori 


43 AA  i 


70 AA  kolinearni i istog smera i važi 3443  AA  i 

0770  AA , to je 
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         (12)                                       

 

S obzirom da je 8070 AAAA  , imamo 0807   , tj. 11 8
1

7
1   . 

Sada  jednakost (12)  postaje 
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
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

AAAA
 

 

                                              
11

11
4
1

4
1

4
11

2
1









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
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.                                             
11

1
2
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2
1

1
2
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

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                                                       (13)                           

 
Iz jednakosti  (13)  i (11) dobijamo da je  


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11
AAAA 4020

11
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  

 
odnosno 


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111
AAAAAA

 . 
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Napomena. Predmetni zadatak (teorema) može se rešiti primenom Pitagorine 
teoreme. 
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