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SEST DOKAZA JEDNE TEOREME O PRAVILNOM
PETNAESTOUGLU

(Six proofs of one theorem on regular 15-gon)

Aleksandar Sredojevi¢' i Dragoljub Milosevié?

Sazetak. U radu dajemo Sest raznih dokaza jedne teoreme o pravilnom
petnaestouglu.

Kljuéne reéi: pravilan 15-ougao, stranica i dijagonale pravilnog 15 — ougla, sli¢ni
trouglovi, sinusna teorema, adicione formule za sinus, Ptolemejeva teorema,
Molvajdove formule.

Abstract. In this paper we give six proofs of one theorem for regular 15-gon.

Key words: regular 15-gon, side and diagonals of regular 15-gon, similar triangles,
sine law, addition formulas for sine, Ptolemy's theorem, Mollweid's formulas.
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Poznato je da se mnoge geometrijske teoreme mogu dokazati na razliCite
nacine (npr. za Pitagorinu teoremu nadeno je viSe od stotinu dokaza). Dokazivanjem
teoreme na razne nacine ucenik stiCe samopouzdanje, istrazuje i gradi svoju
matematicku zrelost.?

U [1] data je sledeca teorema (bez dokaza): U pravilnom petnaestouglu
AJA ...A, vaii jednakost:

! Nikole Mili¢eviéa Lunjevice 7/2/7, 32300 Gornji Milanovac, Srbija

217.NOU divizije 43, 32300 Gornji Milanovac, Srbija

® Ovaj &lanak je namenjen mladim matematiarima — srednjo$kolcima i nastavnicima koji rade sa
darovitim ucenicima.



MAT-KOL, XX (1)(2014) A.Sredojevi¢ i D.Milosevié

r _ 1 1 1
AA] AR [AA] [AA]

Prikaza¢emo $est nadina dokazivanja ove teoreme.

Prvi nadin. Uvedimo sledece oznake: AjA =a, AjA, =b, AJ)A, =c, A/A, =d,
AA =e, A)A, =T i AjA, =g . Tada navedena jednakost postaje
1 1 11
—=—+—+—. (1)
a b d g
Centralni ugao nad stranicom pravilnog petnaestougla je 360°:15=24°, a
odgovarajuéi periferijski ugao iznosi 24° :2=12°. S obzirom da je spoljasnji ugao
jednak centralnom uglu, tj. 24°,to je unutradnji ugao pravilnog 15-ougla jednak
180" — 24" =156".
Na dijagonali A A, = d odredimo tacku B takoda AB = A A, = c (slika 1).
Tada je BA, =d —c. Trougao A,A,B je jednakokraki, pa je
/A AB = Z/ABA, =(180° —12°):2 = 84",
U trouglu A;A,B imamo
ZBAA, = ZA,AA, —(LA,AA, + ZAAB)=156" —(2.12° +84° )= 48"
i ZAj,A,B=3-12° =36°,aiutrouglu A A,A, je
ZAAA, =3-12° =36" | LAJAA, =4-12° = 48",
ZakljuCujemo da su trouglovi A;A,B i AjA,A, sli¢ni, jer imaju jednake uglove.
Zbog toga je
AA, : AJA, =BA,: A/A,, odnosno a:g =(d—c):d.
Odavde sledi ad = g(d —c), tj.
dg—ad =cg. 2
Na dijagonali A,A, odredimo tactku C takoda A,.C = AJA =a, paje
CA, =c—a.Kakoje AJA|A A, i AJA =AA, = AC =a, zakljutujemo da je
etvorougao A, A A,C romb, $to znaci da je A,C =a. Dakle, trougao A,A,C je
jednakokraki (A,C = A A, = a). U njemu je
ZCAA, = ZAA A, - ZAA,C =156"-2-12° =132".
U jednakokrakom trouglu A, A, A, (A,A, = A,A, =b) imamo
ZAAA, = ZAAA —(ZAAA, + ZAAA,)=156" —(12° +12°)=132"
ZakljuCujemo da su jednakokraki trouglovi A,A,C i AjA,A, sli¢ni, pa je
AA, :AA =CA AA, ilia:b=(c—a):d.
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Odavde proizilazi ad = b(c—a), odnosno
ab+ad =hc. (3)

A8

slika 1

Deljenjem jednakosti (2) i (3) dobijamo

dg-ad _cg _ d(g-a)_g
-~ —_ 2 -
ab+ad bc alb+d) b
g-a_ b+d
ag  bd

1 1 1 1
&S —=—+—+—,0.ed
a b d g

Drugi nacin. Primenom Ptolemejeve teoreme na tetivne cetvorouglove A A, A, A

i AyA A A, (slika 2), dobijamo
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AA AR =AA AN AR AR TAAAA=AA-AATAA-AA,
odnosno

gd=gc+da ibc=ab+ad,
ili

dg—ad =cg i ab+ad =bc.

dlg-a
Posle deljenja poslednje dve jednakosti imamo (g—) = g, a odavde lako

alb+d) b

dobijamo Zeljenu jednakost (1).

slika 2
Treéi nacin. Koristicemo Molvajdove formule
a-p . a—p
aer_cos 2 a-b SN
¢ sin % ¢ cos”

gde su a,b,c duZine stranica i «, 8,y veli¢ine unutrasnjih uglova trougla ABC.
Primenom prve formule na A AjA, A, (slika 3), imamo
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d+g 2 _cosl8 sin72

d 48 sin24° sin24°’
SIn ——

a primenom druge formule na A AJA A, :
. 156° —-12°
b-a " 2 _sin72°  sin72°

a 12°  cos6° sin84°
cos———

slika 3

Na osnovu sinusne teoreme je
b 2Rsin24" sin24°

g 2Rsin84° sing4”’
gde je R polupre¢nik kruznice opisane oko pravilnog 15-ougla (slika 3).
Sada je

b-a d g _sin72° sin24° sin84’ 1
a d+g b sin84° sin72° sin24°
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a odavde je
b-a d+g

ab dg

i S=te el g
" a b d g'J' '

Cetvrti natin. Kako je
a=2Rsin12°,b=2Rsin24°,d =2Rsin48° i g =2Rsin84",
jednakost (1) ekvivalentna je sa
1 1 1 1

: =— +— +— )
sin12° sin24° sin48" sin84°

tj. sa
sin84" —sin12"  sin48° +sin24° %)
sin84°sin12°  sin48sin24°
Koris¢enjem trigonometrijskih identi¢nosti
. . . X— X+Yy
sin X —sin y = 2sin —=-C0S
2 2
i
ﬂnx+§ny:2§n£§1amzélq (x,yeR),
jednakost (4) transformise se u
cos48”  coslZ
sin84°sinl12°  sin48°sin24°
odnosho u
sin 24° (sin 48° cos48°): sin48° (sin12° cosl12° ) (5)
Kako je
2sinxcosx =sin2x, (xeR)
jednakost (5) ekvivalentna je sa
sin24° -sin96° =sin84° -sin 24°,
ito je tagno zbog sin96° = sin(180° —84° ) =sin84",
Peti nacin. Koristenjem trigonometrijske identi¢nosti
sin? x—sin? y =sin(x - y)sin(x+y), (x,yeR)
dobijamo redom
e’ —b? = (2Rsin 60° )’ — (2Rsin 24° |’ = 2Rsin 36" - 2Rsin 84°
=Cg, (6)
) . . \2 . . \2 . . . o
g’ —e® =(2Rsin84° | —(2Rsin 60° )’ = 2Rsin 24° - 2Rsin 144
=2Rsin24° -2Rsin36° =bc, (7)

£2 b = (2Rsin 72" f —(2Rsin 24° } = 2Rsin 48" - 2Rsin 96°

42



MAT-KOL, XX (1)(2014) A.Sredojevi¢ i D.Milosevié

=2Rsin48" -2Rsin84° =dg , (8)
£2—e? =(2Rsin 72" | —(2Rsin 60° ' = 2Rsin12" - 2Rsin 132"
=2Rsin12° - 2Rsin 48° = ad 9
[
2 2 . . \2 . . \2 . . . o
g’ - f2 =(2Rsin84° f —(2Rsin 72° )’ = 2Rsin12° - 2Rsin 156
=2Rsin12° -2Rsin24° = ab, (10)
gde smo upotrebili ¢injenicu da je
sin(180° - x): sinx, XxeR.
Sada imamo redom

g cg e’ -b’
o ke 2

b bc g°-e
Cfop?—(f7—¢?)
_gz_f2+(f2_ez)
_ dg-ad
~ab+ad

(zbog jednakosti (6) i (7))

(zbog jednakosti (8) — (10),
tj.
g dg-ad 1 1 1 1

= & —=—+—+—,qged.
b ab+ad a b d g

Sesti natin. Neka je pravilan petnaestougao A, A, ...A, u Gausovoj ravni upisan u
jedini¢énu kruznicu sa srediStem u koordinatnom pocetku (slika 4). Tada su brojevi

& :0032k—”+isin2k—”:glk (k=0,1,2,..,14)
15 15

koordinate tacaka A, A ,..., A, redom.

Kako je
1 1 1 1

+ = +
(Aol (AL [AAL[AA
i kako su vektori A:A3 [ A:A4 kolinearni i istog smera i vaZi
IAA | =g, —&], to]e

1, 1 :|A0A4|+|A1A3|:|(g4—50)+(53—gl)|:‘8f—1+gf—gl‘
IAA[AA - AALAA &5 —élles — 2| ‘35—31“811—#

A1A3| = |53 _51| i
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~ ‘(812 —1X812 +1)+ 81(812 —1} B ‘(812 —1X812 +1+ 811
- ‘81(812 —1}‘(812 —1X6‘12 +1} - |81”812 —1”812 —1”812 +1‘
B ‘gf —1”512 +& +1‘ B ‘gf +ég +1‘

N 2 T2 2 :
e ez ] ol el +]

tj.
1 1 ‘812+gl+1‘
AL AL 62 12 +1 (11)
y
slika 4
Takode

AL [AA] T [AA][AA]
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- -
Kako su vektori A;A, i AjA, kolinearni i istog smera i vazi |A3A4| =|84 —83| [

IAA | =le; — o], tofe

1 1 _ AP |- [AA _ (&7 —&0)— (&, —&5) _ ‘817 ~1-g/ +gf‘
AAL [AA] - [AA[AA e, —&5]e; — | ‘gl 313“517 _#
‘31 (31 —1)+ & —1‘ ‘81 —1Xgl +1}
- ‘gl (&, - 1)”81 —ﬂ ‘51 Hgl ]”g1 _ﬂ
_ ‘81 1”81 +1‘ ‘ 81 +81+11‘81 +1‘
el ey -1/ 1‘ e, ~1e/ 1
_ &, 1”81 +g +]ﬂef +ﬂ B ‘gf +&, +1”gl4 +ﬂ

o o I

(12)

S obzirom da je | Ay A, | = |A)Ag|, imamo |e; — &,| =es — &, ti. ‘817 —1‘ 2‘818 —1‘.
Sada jednakost (12) postaje

11 ‘81 +gl+]”g1 +ﬂ ‘81 +gl+]”g1 +ﬂ
AAL AN -1 e e +1)
‘51 +gl+].”g1 +]4 ‘ef +é& +1‘
‘51 1”51 +1‘ ‘(812 —1X812 +1]
‘81 +gl+q

(13)

e g g

1z jednakosti (13) i (11) dobijamo da je
1 1 1 1

AA] TAA AL TAA

odnosno
1 1 1 1

AA] T [AA] TAA] T TAAL
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Napomena. Predmetni zadatak (teorema) mozZe se reSiti primenom Pitagorine
teoreme.
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