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EUKLIDOV ALGORITAM ZA ODREDIVANJE
NAJVECEG ZAJEDNICKOG DJELIOCA

Bernadin Ibrahimpasié¢!, Karmelita Pjani¢?

Sazetak. U ovom c¢lanku opisa¢emo Euklidov algoritam za odredivanje
najveéeg zajednickog djelioca dva prirodna (cijela) broja i njegovu metodicku
obradu u nastavi matematike.
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Abstract. In this paper we describe Euclidean algorithm and some teach-
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1 Uvod

Euklidov algoritam za odredivanje najveéeg zajednickog djelioca dva prirodna
(cijela) broja je prvi put opisan u Euklidovim ”Elementima”, antickom djelu o
matematici koje je nastalo oko 300. godine pr.n.e., iako se vjeruje da je algoritam
bio poznat i 200 godina ranije. U VII knjizi ” Elemenata” je iskazan za prirodne
brojeve, a u X knjizi je data njegova primjena na duzi.

Euklidov algoritam je prvi netrivijalni algoritam koji je prezivio do danas.
Vrlo je efikasan za ra¢unanje najveceg zajednickog djelioca dva prirodna broja
koji ne zahtijeva njihovu prethodnu faktorizaciju. Treba napomenuti da je fak-
torizacija velikih prirodnih brojeva jedan od teskih matematickih problema.

Kada se sagledaju sve teoretske pretpostavke na kojima je utemeljena ko-
rektnost Euklidovog algoritma, mozemo ih objediniti u ¢injenici da se najveéi
zajednicki djelilac dva broja neée promijeniti ako se od veéeg broja oduzme
manji a zatim se odredi najveéi zajednicki djelilac manjeg od dva posmatrana
broja i dobijene spomenute razlike. Na ovaj nacin se ponavljanjem postupka
dobijaju sve manji i manji brojevi. Kako skup prirodnih brojeva ima najmanji
element, to se postupak zavrsava u kona¢no mnogo koraka.
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2 Najveci zajednicki djelilac

Osnovni pojam od kojeg se polazi u razmatranjima o najveéem zajedni¢kom
djeliocu je pojam djeljivosti.

Definicija 2.1 Neka su b # 0 i a cijeli brojevi. KaZemo da je a djeljiv s b,
odnosno da b dijeli a, ako postoji cijeli broj q takav da je a = bq. To zapisujemo
s bla. Ako b ne dijeli a, onda pisemo bt a. Ako bla, onda jo§ kazemo da je b
djelilac od a, a da je a visekratnik (sadrzalac) od b.

Definicija 2.2 Neka su a i b cijeli brojevi. Clijeli broj d zovemo zajednicki
djelilac brojeva a i b ako d|a i d|b. Ako je barem jedan od brojeva a i b razlicit
od nule, onda postoji samo konacéno mnogo zajednickih djelilaca brojeva a i b.
Najveéi medu njima zove se najveéi zajednicki djelilac od a i b i oznacava se s
NZD(a,b) ili gcd(a,b) (7greatest common divisor”).

Slicno se definira najveéi zajednicki djelilac brojeva a1, aq, ..., an koji nisu
svi jednaki nuli, te se oznacava s NZD(aq,aq, ..., ay).

Slicno definiciji najveceg zajednickog djelioca, imamo i definiciju najmanjeg
zajednickog visekratnika (sadrzioca) dva ili vise prirodnih brojeva.

Definicija 2.3 Neka su ay,as,...,a, cijeli brojevi razli¢iti od nule. Najmangi
prirodan broj b za koji vrijedi da a;|b za sve i =1,2,...,n zove se najmanji za-
jednicki visekratnik (sadrzilac) brojeva aq, as, . . ., a, @ 0znacava s NZV (a1, ag, . . ., an)
ili NZS (a1, az, ..., ay,) ililem(aq, ag, . .., ayn) (Pleast common multiple”).

Za odredivanje najmanjeg zajednickog visekratnika i najveceg zajednickog
djelioca je potrebno date brojeve zapisati u kanonskom obliku, za $to je neophodno
izvrsiti njihovu faktorizaciju. Za provodenje faktorizacije je potrebno poznavati
pravila djeljivosti s prostim brojevima [6].

Odredimo li kanonske rastave datih brojeva, onda ¢e njihov najmanji za-
jednicki visekratnik biti jednak proizvodu najvecéih stepena svih razli¢itih prostih
faktora datih brojeva, dok se njihov najveéi zajednicki djelilac dobija kao proizvod
najmanjih stepena svih razli¢itih prostih faktora datih brojeva, tj. ako je

a= Hpa(p) i b= Hpﬁ(p)’
P P

tada je

NZV(CL, b) _ Hpmax{a(.z’)15(p)} i I\IZD(a7 b) _ Hpmin{a(p),ﬁ(p)}.
P P

Primjer 2.1 Odrediti NZD i NZV brojeva 1960 i 191646.
Rjesenje: Rastavimo li date brojeve na proste faktore, dobijamo

1960 = 23.5.72
191646 = 2-3%.7.13%
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Zapisemo li to u proSirenom obliku, imamo

1960 23.30.51.72. 13,
191646 = 2'.3%.50.71.132

pa je sada jednostavno odrediti NZS(1960, 191646) i NZD(1960, 191646).

NZS(1960, 191646) 23.3%. 5. 72.132% = 26830440,
NZD(1960,191646) = 2'-3°.50.71.13°% = 14,

&

Ovdje odmah treba istaknuti svojstvo simetri¢nosti najveéeg zajednickog
djelioca, tj. da vrijedi NZD(a, b) = NZD(b, a).

3 Euklidov algoritam

U cilju iskazivanja i dokazivanja teorema koji govori o Euklidovom algoritmu,
iskazimo i dokazimo nekoliko potrebnih teorema. Prvi govori o jednoj osobini
djeljivosti, a to je da ukoliko cijeli broj, razli¢it od nule, dijeli cijele brojeve,
onda dijeli i njihovu linearnu kombinaciju. Mi ¢emo iskazati i dokazati tvrdnju
za dva cijela broja, a njena generalizacija je tada trivijalna.

Teorem 3.1 Neka su a,b i d # 0 cijeli brojevi. Ako d|a i d|b, tada za svaka
dva cijela broja m i n vrijedi da d|(ma + nb).

Dokaz: Kako d|a i d|b, to postoje cijeli brojevi g1 i g2 takvi da je a = dgqp i
b = dgs. Sada imamo da je

ma + nb = mdgq, + ndgs = d(mq: + ngs),

pa kako je mq1 + nga € Z, to zakljuéujemo da d|(ma + nb).
O

Cinjenicu da pri dijeljenju 27 sa 7 dobijamo koli¢nik 3 i ostatak 6, mozemo
zapisati kao 27 =7 -3 + 6.

Teorem 3.2 (Teorem o dijeljenju s ostatkom) Za proizvoljan prirodan broj
b i cigeli broj a postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je a = bq + r,
0 <7 <b. Broj q se zove kolicnik a r se zove ostatak.

Dokaz: Dokazimo prvo egzistenciju. Pogledajmo skup {a — bm : m € Z}.
Najmanji nenegativni ¢lan ovog skupa ozna¢imo s r. Tada je po definiciji 0 <
r < bipostoji ¢ € Z takav da je a —bg =7, tj. a =bg+ .

Dokazimo sada jedinstvenost. Pretpostavimo da postoji jos jedan par ¢; i
ry takav da je a = bgy + 71, 0 < r; < b. Pokazimo najprije da je r; = 7.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je npr. r < r;. Tada je 0 < r; —r < b. S druge
strane je 11 —r = b(q1 — q), pa kako b dijeli desnu stranu, slijedi da b dijeli i
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lijevu stranu (r; —r), §to je nemogudce. Slijedi da je pretpostavka bila pogresna,
pa je ry = r, a samim tim jei ¢ = q.
O

Kao sto smo ve¢ rekli, Euklidovim algoritmom se u svakom koraku smanjuju
brojevi ¢iji se najveéi zajednicki djelilac odreduje. Osim na Teoremu o dijeljenju
s ostatkom, algoritam je zasnovan i na ¢injenici iskazanoj u sljede¢em teoremu.

Teorem 3.3 Neka su a,b,q i r cijeli brojevi takvi da je b > 0, 0 < r < b 4
a=bq+r. Tada je NZD(a,b) = NZD(b,r).

Dokaz: Svaki zajednicki djelilac brojeva a i b je, prema Teoremu 3.1, djelilac i
od njihove linearne kombinacije r = a — bq. Medutim i svaki zajednicki djelilac
brojeva b i r je djelilac i od njihove linearne kombinacije a = bg + r. Slijedi da
je NZD(a,b) = NZD(b, 7).

O

Osim spomenutog svojstva simetri¢nosti najveceg zajednickog djelioca, vidimo
da vrijedi i NZD(a, b) = NZD(—a, b) = NZD(a, —b) = NZD(—a, —b).

Teorem 3.4 (Euklidov algoritam) Neka su a i b prirodni brojevi. Pret-
postavimo da je uzastopnom primjenom Teorema o dijeljenju s ostatkom dobijen
niz jednakosti

a = bg+r, 0<r <b,

b = rigp+ry, 0<ry<ry,

rt = raqz+r3, 0<r3<ro
Tj—2 = Tj-14; —+ rj, 0< T < Tj—1,
Ti-1 = Tigj+

Tada je NZD(a,b) jednak r;, tj. posljednjem ostatku razlicitom od nule.

Dokaz: Prema Teoremu 3.3 imamo

NZD(a,b) = NZD(a— bq,b)

Nastavljajuéi ovaj proces, dobijamo

NZD(a,b) = NZD(Tj,l,T‘j) = NZD(TJ,O) = 7"j.

Indukcijom ¢emo dokazati da je svaki r; linearna kombinacija od a i b.
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To je ocito tacno za ry i rg, pa pretpostavimo da vrijedi za 7,1 i r;_o.
Medutim, kako je r; linearna kombinacija od 7;_1 i 7;_2, to po pretpostavci
indukcije dobijamo da je r; i linearna kombinacija od a i b.

O
Primjer 3.1 Odrediti NZD(660, 468).
Rjesenje: Primijenimo Euklidov algoritam.
660 = 468-14192
468 = 192-2+84
192 = 84-2+24
84 = 24-3+12
24 = 12-2
Dobili smo da je NZD (660, 468) = 12.
¢
Primjer 3.2 Odrediti NZD(224, 319).
Rjesenje:
319 224-1495
224 = 95-2+34
95 = 34-2427
34 = 27-1+47
27 = 7-3+6
= 6-1+1
1-6
Dobili smo da je NZD(224,319) = 1.
¢

Definicija 3.1 Za dva prirodna broja a i b kazemo da su relativno (uzajamno,
medusobno) prosti ako je njihov najvedi zajednicki djelilac jednak 1, tj. ako je
NZD(a,b) = 1.

Na osnovu prethodnog primjera mozemo zakljuciti da su brojevi 224 i 319
relativno (uzajamno, medusobno) prosti.
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4 Izucavanje NZD i Euklidovog algoritma
u nastavi matematike

NPP [11] propisuje da ucenici Sestog razreda osnovne skole treba da usvoje
pojmove najveéi zajednicki djelilac (NZD) i najmanji zajednicki visekratnik
(sadrzalac) (NZV,NZS) dvaju i vise prirodnih brojeva i ovladaju postupkom
njihovog odredivanja. Poznavanje ovih pojmova neophodno je za usvajanje
racunskih operacija u skupu racionalnih brojeva Q. NZD i NZV(NZS) dvaju ili
viSe brojeva ucenici u osnovnoj skoli odreduju faktorizacijom svakog od datih
brojeva.

Nastavna praksa pokazuje da se u izucavanju matematike i nastavnici i
ucenici osnovne skole oslanjaju uglavnom na udzbenik matematike. Vecina nas-
tavnika svoje pripreme za cas kreiraju prvenstveno rukovodedi se sadrzajima u
udzbeniku i pratecoj zbirci zadataka. Pojmovi NZD i NZV(NZS) su u udzbenicima
za Sesti razred predstavljeni tako da se fokus postavlja na uvjezbavanje postupka
njihovog iznalazenja, dok je sama primjena ovih pojmova i postupaka njihovog
odredivanja izostavljena. Tako se obrada ove nastavne jedinice svodi na ”igru”
s brojevima koja prvenstveno potice razvoj proceduralnog misljenja.

NPP [9, 10] matematike za srednje §kole nalaze izu¢avanje pojmova NZD i
NZV(NZS) u I razredu, u okviru nastavne teme o prirodnim i cijelim brojevima.
NPP precizira da ucenici trebaju upoznati Euklidov algoritam u iznalazenju
NZD dva prirodna, odnosno dva cijela broja.

Analiza udzbenika za I razred srednje skole ukazuje da se i ovdje potencira
sama procedura, tj. usavrSavanje datog algoritma, ali se ne daju problem-
ski zadaci koji bi zahtijevali primjenu Euklidovog algoritma. U analiziranim
udzbenicima su, doduse, dati iskazi i dokazi Teorema o dijeljenju s ostatkom i
teorema koji daje Euklidov algoritam, no upitno je da li se pomenuti teoremi
dokazuju i na casu. Bez datog dokaza i bez kontekstualizacije Euklidovog algo-
ritma, velika je vjerovatnoca da ¢e ucenici algoritam zapamtiti mehanicki, sto
umanjuje i vijek trajanja naucenog. Osim toga, u¢enje algoritma bez razumi-
jevanja nerijetko dovodi i do ”gresaka u koracima”, odnosno pogresne izvedbe
algoritma. Obzirom da su ucenici prvog razreda srednje Skole ve¢ na nivou
formalnog misljenja, deduktivni put izgradnje matematickog koncepta je oprav-
dan. Prema tome, i prilikom obrade Euklidovog algoritma koristi se deduktivni
nacin rasudivanja, tj. polazi se od opceg ka pojedinacnom.

Osnovni cilj nastavne jedinice ” Teorem o dijeljenju cijelih brojeva, Euklidov
algoritam” je usvajanje Teorema o dijeljenju s ostatkom i teorema o odredivanju
NZD, argumentacija i verifikacija ovih teorema, te usvajanje Euklidovog algo-
ritma na osnovu ovih teorema.
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5 Metodicka obrada

Da bi ucenici usvojili Euklidov algoritam s razumijevanjem, nastavnik mora da
osigura ¢vrstu podlogu u svijesti ucenika. Ovo moze uciniti kroz sljedece tri
aktivnosti:

o Aktivnost 1: Uvidanje principa koji su u osnovi Euklidovog algoritma,

e Aktivnost 2: Osigurati da ucenici znaju u kojim situacijama primjeniti
Euklidov algoritam,

o Aktivnost 3: Primjena — stavljanje Euklidovog algoritma u odredeni kon-
tekst i demonstriranje vaznosti faktorizacije u savremenom svijetu.

Aktivnost 1

Ova aktivnost obuhvata nekoliko segmenata. Prvi segmenat se odnosi na
ponavljanje znanja o djeljivosti prirodnih brojeva, gdje ucenici trebaju uociti
osobinu da ako je d zajednicki djelilac brojeva a i b, onda je d djelilac i zbira i
razlike visekratnika brojeva a i b, tj. d dijeli linearnu kombinaciju brojeva a i b
(Teorem 3.1).

Primjer: Kako broj 7 dijeli brojeve 35 i 21, to 7 dijeli i brojeve:
56(= 35+21), 14(= 35—21),91(= 2-:35+21), 28(= 3-21-35), 329(= 10-35—21).

Opéi slucaj: Neka 7|a i 7|b. To znacida je a =7-m ib=7-n, za neke cijele
brojeve m i n. Za proizvoljne cijele brojeve k i [ tada vrijedi:

ka+lb=k-7-m+1-7-n="7>¢km+lIn),

pa zaklju¢ujemo da 7|ka + [b.

Drugi segment aktivnosti obuhvata upoznavanje ucenika s Teoremom o di-
jeljenju s ostatkom (Teorem 3.2), definisanje NZD, definisanje relativno prostih
brojeva (pomenuti pojmovi su poznati od ranije), te odredivanje NZD dva
prirodna (cijela) broja faktorizacijom. Odredivanje NZD se demonstrira zadacima.

1. Odrediti NZD(76, 20).
2. Odrediti NZD(8398, 3718).

Obzirom da je postupak faktorizacije u Zadatku 2 tezak, upozna¢emo ucenike
i s drugim nac¢inom odredivanja NZD. Iskazuju se teoremi 3.3 i 3.4, te se demon-
strira dokaz Teorema 3.3.

Treéi segment aktivnosti ¢ini objasnjenje Euklidovog algoritma datog Teo-
remom 3.4. Istaknu se sve ¢injenice iskazane u gornjim teoremima na kojima je
zasnovan Euklidov algoritam.
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Zadatak 1 Odrediti NZD(76,20).

Rjesenje: Odredimo to Euklidovim algoritmom.

76 =20-3+16 Ovo znaéi da je 16 = 76—3-20, tj. 16 je linearna kom-
binacija brojeva 76 i 20. Prema dokazanom, svaki
zajednicki djelilac brojeva 76 i 20 je djelilac i broja
16. Otuda slijedi da je NZD datih brojeva djelilac
brojeva 20 i 16.

20=16-1+4 Obzirom da je 4 linearna kombinacija brojeva 16 i 20,
to znaci da je bilo koji djelilac brojeva 20 i 16 djelilac
ibroja 4. Znac¢i NZD datih brojeva je djelilac brojeva
161 4.

16=4-440 Vidimo da je 4 NZD brojeva 76 i 20.

Provjerimo postupak iduéi unazad.

16=4-440 4 dijeli 16.

20=16-1+4 Obzirom da je 4 zajednicki djelilac brojeva 4 i 16, to
4 dijeli i broj 20.

76 =20-3+ 16 Obzirom da je 4 zajednicki djelilac brojeva 16 i 20,
to 4 dijeli i broj 76.

Dakle, 4 je zajednicki djelilac brojeva 76 i 20.

Aktivnost 2

Postavlja se pitanje kada primijeniti Euklidov algoritam. Ucenici razmataju
drugi Zadatak 2 u kojem je date brojeve 910 i 858 tesko faktorisati. Primjenom
Euklidovog algoritma lako se iznalazi da je NZD(8398,3718) = 26.

Ucenici rjesavaju i sljedece zadatke u kojima trebaju odrediti: NZD(437,462),
NZD(23717,23409) i NZD(3794,1187). I u ovim primjerima je date brojeve
tesko faktorisati, a lako je primjeniti Euklidov algoritam.

Aktivnost 3

Treca aktivnost podrazumijeva primjenu algoritma i kontekstualizaciju po-
jma. Ovdje Euklidov algoritam postavljamo u kontekst geometrije.

Trebamo pronaéi najduzu duz koja se cijeli broj puta sadrzi u duzima ¢ije
su duzine 76mm i 20mm.
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76
4 4 4
20 20 20 16
76 : 20=3  76=3-20+16
16

Duz c¢ija je duzina
76mm mjerimo sada
pomocu duzi ¢ija
je  duzina  20mm.
(Probamo duzu duz
izmjeriti kracom.)

20 "
16 4

20 @ 16=1 20=1-16+4 e e ..
Duz ¢ija je duzina
20mm mjerimo sada
pomoc¢u duzi cija je
duzina 16mm. (Os-
tatak pri prethodnom
mjerenju.)

Duz ¢ija je duzina
16mm mjerimo sada
pomoéu duzi cija je

duzina 4mm. (Os-
tatak pri prethodnom
mjerenju.)

Dobili smo da je duz duzine 4mm naduza duz koja je sadrzana cijeli broj
puta u duzima ¢ije su duzine 76mm i 20mm.

Primjenu Euklidovog algoritma pronalazimo i pri kreiranju sigurnosnih kodova.
Istrazivanje ove teme moze biti zadatak za domacu zadacu.
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Na casovima vjezbanja ucenici mogu rjesavati zadatke koji podrazumijevaju
iznalazenje najveéeg zajednickog djelioca. Od ucenika treba traziti da argumen-
tuju zasto se zadatak svodi na problem odredivanja NZD. Osim toga, ucenici
trebaju uvidjeti koji od postupaka — faktorizacija brojeva ili Euklidov algori-
tam, je u datim primjerima jednostavnije primjeniti. Zbog samog uvjezbavanja
algoritma treba traziti od ucenika da primjene Euklidov algoritam u svakom
od datih zadataka, bilo kao jednostavniji postupak, bilo kao nacin da provjere
rezultat dobijen faktorizacijom.

Primjeri zadataka koji se mogu dati za vjezbu.

1. Slasticarna treba isporuciti 120 ¢okoladnih i 192 voéna kolaca. Kolace zele
rasporediti u jednake kutije tako da u svakoj kutiji bude jednak broj jedne
vrste kolaca. U kutiju na ovaj nacin treba stati najveéi moguéi broj kolaca.
Koliko je kutija potrebno i koliki je broj svake vrste kolac¢a u kutiji?

2. Dvije neonske lampice su uklju¢ene u isto vrijeme. Prva zasvijetli svake
4 sekunde, a druga svakih 6 sekundi. Koliko ¢e puta lampice zasvijetliti
istovremeno u periodu od 60 sekundi?

3. Tabela prikazuje broj uc¢enika prvog i drugog razreda.

’ Razred H Broj ucenika ‘

1. 48
2. 64

Ucenike treba grupisati za odlazak na izlet u jednakobrojne grupe, ali tako
da u grupi bude najveéi moguéi broj ucenika i da svaku grupu ¢ine samo
ucenici jednog razreda. Koliki je najveéi mogucéi broj u¢enika u grupama?
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