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SEST NACINA RJESAVANJA JEDNOG ZADATKA
O PRAVILNOM DEVETNAESTOUGLU

(Six ways to solve a problem on the regular 19-gon)

Aleksandar Sredojevi¢' i Dragoljub Milosevié?

Sazetak. U radu je dato Sest nacina rjeSavanja jednog zadatka koji se odnosi na
pravilni devetnaestougao.

Kljuéne rijeci: pravilni devetnaestougao, stranica i dijagonale pravilnog
devetnaestougla, jednakokraki trougao, sli¢ni trouglovi, tetivni ¢etverougao,
Ptolomejeva teorema, adicione formule za sinus i kosinus, sinusna teorema,
Molvajdova formula.

Abstract. In this paper we give six ways to solve a problem for the regular 19-gon.

Key words: regular 19-gon, side and diagonals of regular 19-gon, isosceles
triangle, similar triangles, cyclic quadrilateral, Ptolomey's theorem, addition
formulas for sine and cosine, sine law, Mollweide's formula.
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U ovom radu dali smo 6 nacina rjeSavanja jednog zadatka iz geometrije
rukovodeéi se maksimom da je vrijednije jedan matematicki zadatak rijesiti na vise
nacina nego rijesiti na desetine zadataka na jedan isti na¢in. Smatramo da ¢e ovaj rad
korisno posluziti u¢enicima i studentima koji pokazuju povecano interesovanje za
geometriju kao i nastavnicima koji rade sa tim u¢enicima i studentima.

Zadatak. Dokazite da u pravilnom devetnaestouglu AjA A,...A; vazi sljedeca
jednakost

AA L AA
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L o . . . . 27
Prvi nacdin. Veli¢ina centralnog ugla nad stranicom pravilnog 19-ougla iznosi E ,

§to je 1 veli¢ina spoljasnjeg ugla. Veli¢ina periferijskog ugla nad stranicom tog

. 2r V4 . .- . 2 11rx
mnogougla je == :2 = 2, a veli¢ina unutradnjeg ugla je 7 — == =",
gougla J 19 19 jcg ugla j 1 19

Uvedimo sljede¢e oznake:

%:a’AoAiza’AoAz =b AA=c AA =0 AA =6 AA =T, AN =0 AA=h
i AyA, =i.Tada se navedena jednakost moZe zapisati kao
%+% 1. (1)

Na dijagonali A, A, odaberimo tacku B takoda A,B = AjA, =d, paje

BA, =e—d (slika 1). Trougao A,A,B je jednakokraki $to zna¢i da je
Z/AAB=2/ABA, =(19c —a):2 =90 . Tada je

ZAAB =ZABA, - ZBA. A, (jer £A,BA, je spoljadnji ugao trougla A,A.B).
S obzirom da je ZA,BA, =9 i ZBA.A, = ZA A A, = 4a (periferijski ugao
nad % kruZznice opisane oko pravilnog 19-ougla), imamo ZA,A,B = 5a . Kako je
ZAAA, =4a i LA AGA, =5a (V. AA A A,), zakljucujemo da su trouglovi
A,AB i AjA A, sli¢ni (jer imaju jednake uglove).

Zbog toga je

AB:AA =AA AA, ili (e-d):a=e:i.
Odavde je

(e—d)i=ae < ei—di=ae
<ei=ae+di /:ei

<:>1:3+9, g.e.d.
i e
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Slika 1

Drugi na¢in. Odaberimo tacku C na dijagonali AjA,, takoda A,C = Aj/A, =a,
paje A,C =i—a (slika 2). S obzirom da je ZA;A A, = ZCA A, =9

( periferijski ugao nad % kruZnice opisane oko pravilnog 19-ougla), zaklju¢ujemo

daje ZA,CA, = /A, AC =(19a —a): 2 =5a . Zbog toga je

ZACA; =190 —5a =14a . Tada AA;A,C ima uglove veli¢ine a, 4a il4a
kaoiu AA A, A . To, pak, znaci da je

AAAC ~AAAA, paje
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AC:AA = AA, AA, ili (i-a):i=d:e.

Otuda lahko dobijamo traZzenu jednakost (1).

Slika 2

Treéi nadin. Primjenom Ptolemejeve® teoreme na tetivni detvorougao A;A A A,
(slika 3), dobijamo

AA - APy = AgA - A A, + AAg - AA Tl T-e=e-a+i-d.

Odavde slijedi, poslije deljenja sa i-e

® Ptolemeus Claudius, starogréki matematicar, geograf i astronom, II vijek nove ere
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1-2:9 4.
| e

Ao Al

Slika 3

Cetvrti natin. Koristit ¢emo Molvajdovu* formulu

a-p
2

sin
a-b

¢ cos ~
2

gdje su a, b, cstranice i «, 8,y unutradnji uglovi trougla ABC .Primjenom ove
formule na AA A, A, (slika 2), imamo

4 Karl B. Mollweide (1774 — 1825), njema&ki matemati&ar i astronom
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sin 140 - 4o
e-d 2 _ sinba
a cos % cos %
2 2

a primjenom sinusne teoreme na AAJA A, :

i _sin9%
e sin5a
Kako je
a 19¢ - 18« 19« Vs ]
COS— =C0S————— =c0S| — — 9« |=cos| — -9« | =sin9«,
2 2 2
dobijamo
e—d i _sinba sin9a 1
a e sin9%ax sinba
tj.

e-d)-i=a-e.

1z posljednje jednakosti slijedi traZzena jednakost (1).

Peti nacin. Ako sa R obiljezimo duzinu polupre¢nika kruznice opisane oko
pravilnog 19-ougla, moZzemo pisati (v.sliku 2)

a=2Rsina,d = 2Rsin4a,e = 2Rsin5a i 1 =2Rsin9% .
Zbog toga je jednakost (1) ekvivalentna sa

sina +sin4a
sin9a  sinba

=1,

odnosno sa

sinbasina +sin9a sinda =sin5a sin 9« . 2
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Koriste¢i formulu
sinxsiny = %[cos(x —y)-cos(x+y), (x,yeR)
jednakost (2) transformisemo u
1 1 1
E(cos 4o - cosbar )+ E(cos 50 —c0s13a ) = E(cos 4a - coslda),

§to je ekvivalentno sa
cos5a + coslda —(cos6o +cos13a)=0.
Posljednja jednakost je tacna, jer je
coslda = cos(19a —5a )= —cos5a i cosl3a = cos(19c —6a) = —cosba .

Ovim je dokazana jednakost (2), a samim tim i traZena jednakost (1).

Sesti naéin. Koristit éemo trigonometrijsku identi¢nost
sin? x —sin? y =sin(x - y)sin(x +y), (x,y €R)
koja se dobija iz adicionih formula za sinus
sin(x—y) =sinxcosy —cosxsiny i sin(x+ y)=sinxcosy +cosxsiny .
Kako je

a=2Rsina,b=2Rsin2a,c=2Rsin3a, d =2Rsin4a, e = 2Rsin5a, g = 2Rsin7a
i 1=2Rsin9%,

imamo redom
c? —b? = (2Rsin3a)’ - (2Rsin 2a)* = 2Rsin a - 2Rsin 5a

—a-e, 3)
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g2 —c? =(2Rsin7a)’ —(2Rsin3a )’ = 2Rsin 4a - 2Rsin10a

=2Rsin4a - 2Rsin 9%«
=d-I 4)

i
g2 —b? =(2Rsin7a )’ — (2Rsin 2« ) = 2Rsin5a - 2Rsin 9«
=e-l. (5)

Sabiranjem jednakosti (3) i (4) dobijamo g2 —b? = ae + di, pa zbog jednakosti
(5), proizilazi ei = ae + di. Odavde lahko dobijamo Zeljenu jednakost (1).

Napomena. Postavljeni zadatak moZe se rijeSiti primjenom metode koordinata.
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