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ZANIMLJIVI ALGEBARSKI ZADACI SA BROJEM 2013

(Interesting algebraic problems with number 2013)

Nenad O. Vesié® Dusan J. Simjanovi¢?

Sazak: U ovom radu predstavljeni su neki zanimljivi algebarski zadaci u
kojima se javlja broj 2013. Jedan od ciljeva ovog rada je popularizacija mate-
matike (prvenstveno algebre) medu srednjoskolcima.

Kljuéne reci fraze: algebra, aritmetika, jednacina, nejednakost, kongruencija po
modulu, deljivost brojeva, polinom

Abstract. Some interesting algebraic problems, involving number 2013,
are presented. One of the aims of this paper is popularization of mathematics
(especially algebra) between mid-school students.
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ZDM Subject Classification (2010): F30,F40,H30

Key words and phrases: algebra, arithmetics, equation, inequality, congruence
modulo, divisibility of numbers, polynomial

Cilj ovog rada je predstavljanje razli¢itih algebarskih zadataka zasnovanih na
zadacima u [I-4] radi promovisanja i popularizacije matematike. Pocetni zadaci
su jednostavniji dok su zadaci u nastavku sve komplikovaniji za reSavanje. U
svim zadacima se javlja broj 2013 (broj tekuce godine) $to je Cest slucaj na
matematickim takmicenjima.

Zadatak 1 Koji je od brojeva

_ 102013 +1 ) _ 102014 +1

A= 102014 4 7 t - 102015 4 1

vedi?

Resenje: U ovom zadatku bice koris¢ena sledeca lema.
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Lema 1 Ukoliko je b > a >0 i c> 0 tada je

a+c> a
b+c b

(1)

Dokaz:
atc a _ab+bc—ba—ca c(b—a) >0
b+c b b(b+ ¢) bbb+ T
¢ime je ova lema dokazana. O
Sada se, koridéenjem rezultata (0), dobija da je

102014 + 1 102014 + 10 10(22013 + 1) 102013 + 1
~ 102015 1 < 102015 1 10 = 10(22014 1 1) = 102014 1 | =

Zadatak 2 Dokazati da je

1 § 2011 < 1
2 4 2012 /2013
Resenje: Neka je
p_ Lt 3. 20
2 4 2012
1z nejednakosti () dokazanoj u Lemi 1 sledi da je
(13 2011\* _ (13 2011\ (2 4 2012\ 1
S \2 4 777 2012 2 4 77 2012 3 5 777 2013) 2013’

odnosno, kako je funkcija f(z) = 22 rastuca za x > 0, sledi

2011< 1
2012 T 2013

13
P=—-.2.
24

Zadatak 3 Sta je vede 22913 jlj 653362
Resenje:
92013 _ 92016 _ (26)336 — 64336 < 5336,

Dakle,
92013 _ 5336

Zadatak 4 Uros je roden uw XX veku. U XXI veku godine 2% imace x godina.
Koji ée rodendan Uro§ slaviti 2013. godine?

Resenje Jedini prirodan broj n, 2001 < n < 2100 koji je potpun kvadrat
prirodnog broja je broj n = 2025 = 452. Odatle zaklju¢ujemo da je Uro§ roden
2025 — 45 = 1980. godine. Godine 2013. slavic¢e 33. rodendan.
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Zadatak 5 Resiti po x jednacinu

x,/xﬁ:m,

gde se koren na levoy strani jednacine pojavijuje beskonacno mnogo puta.

A=z [z

Kako je A = /2013 sledi da je

Resenje: Neka je

vzA=+v2013

odakle sledi da je x = v/2013.

Zadatak 6 Neka su x i y prirodni brojevi takvi da je vy = 2013292, Dokazati
da zbir x +y nyje deljiv sa 2012.

Resenje: Kako je 2012 = 4 - 503, da bi broj bio deljiv sa 2012 neophodno
je da bude deljiv sa 4. TraZeni dokaz ¢e biti izveden svodenjem na apsurd.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je

(2) z+y=0 (mod 2012).

3) x4+y=0 (mod2012)=z+y=0 (mod4).

Kako je xy = 20132°12 neparan broj, sledi da su brojevi x i y neparni.
Odavde sledi da je
x+1=0 (mod 2)

y+1=0 (mod 2),

§to znadi da je

(z+1)(y+1)=0 (mod4) < [(zy+1)+(z+y) =0 (mod4) <

(4) [(2013°2 + 1) + (z +y)] =0 (mod 4).
U nastavku reSenja koristi se naredna teorema.

Teorema 1 Ukoliko celi brojevi a,b i m zadovoljavaju uslove a = 0 (mod m)
i a+b=0 (modm) onda je

(5) b=0 (modm). O
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Sada, na osnovu Teoreme 1, iz (B8) i (@) sledi da je
20132912 11 =0 (mod 4).

Medutim, kako je 2013 = 1 (mod 4), onda je 20132°*? = 1 (mod 4) pa sledi da
je
20132912 £ 1 =2 (mod 4),

§to je kontradikcija.

Zadatak 7 Dokazati da broj
a, = 12013 L 92013 | 2013

nije deljiv sa n + 2 ni za jedan prirodan broj n.

Resenje: Neka je n proizvoljan prirodan broj. Posmatrajmo posebno slucajeve
kad je n paran, odnosno neparan broj.

- n € 2N (skup 2N je skup parnih prirodnih brojeva)
U ovom sluéaju postoji prirodan broj k tako da je n = 2k, tj. n+2 =
2(k +1). Uoéimo zbirove

sg= 2k — @) + (¢ +2)2°2, ¢=0,1,2,....k—2.

Koris¢enjem osobine da je, za proizvoljan neparan prirodan broj m i realne
brojeve (ne neophodno pozitivne) a i b

a™ _"_bm _ (a+b)(am—1 _am—2b+“._~_bm—1)’

sledi da je
s = (k—q+q+2)-(2k—q)" = (2k—¢)* " (g +2)+. ..
= (26— g) (g + 2% + (g +2)%)
= 2k+1)((2k—q)%12 — ...+ (¢+2)%1%).

Zaklju¢ujemo da 2(k + 1)|s,, Vg=0,1,...,k —2. Sada je

k—2
a, = 17984 (k+1)*0" + Z Sq
q=1
k—2
108 4 (k4 1) 42k +1) Y ((2k— )% — ...+ (¢ +2)*"?)
qg=1

Odavde sledi da broj a,, nije deljiv sa k + 1 pa, samim tim, ne moze biti
deljivnisa2(k+1) =n+2.
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-n€2N—-1 (skup 2N — 1 je skup neparnih prirodnih brojeva)

Kako je n neparan broj sledi da postoji prirodan broj r takav da je n =
2r 4+ 1. Neka je sada, analogno prethodnom slucaju,

8¢ = (n—q)* 3 +(¢+2*3 ¢=0,1,2,...,r—1.

r = (n —1)/2 pa na sli¢can nacin dobijamo

sg = (=gt g+2((n—a)** - (-9 (g +2)+...
o= (=) (g +2)PM + (g +2)77)
= (n+2)((n—q)*"? — ...+ (¢+2)).

I ovde zakljucujemo da (n +2)|s,, Vg=0,1,...,r — 1, pa kako je

r—1
a, = 12013+qu
q=1

r—1
12013 + (n + 2) Z (n _ q)2012 - ¥ (q + 2)2012)’
q=0

to sledi da ni u ovom sluc¢aju a,, nije deljivo sa n+2, ¢ime je dokaz zavrsen.

Zadatak 8 Koliko cifara ima najmangi prirodan broj a = 11...1 koji je deljiv
prirodnim brojem A =99...9 koji ima 2013 cifara?

ReSenje: Neka broj a ima n cifara. Broj A je jednak A =9-11...1 =95, gde
broj b ima 2013 cifara 1. Broj a mora biti deljiv sa b, 7 = ¢, a taj koli¢nik mora
biti deljiv sa 9.

Broj a je deljiv brojem b samo u slufaju kada je njegove uzastopne cifre
moguce podeliti na disjunktne podgrupe tako da u svakoj podgrupi bude 2013
jedinica. To ée biti moguée ako je broj cifara broja a, odnosno broj n, deljiv sa
2013, odnosno

U tom slucaju je
c¢=1000...0100...100...01,

gde izmedu svake dve uzastopne jedinice ima 2012 nula. Broj ¢ ima onoliko
jedinica koliki je koli¢nik 5573 = m, a kako ¢ mora biti deljiv sa 9, to zbir
njegovih cifara mora biti deljiv sa 9. Zbir cifara broja ¢ je m, a najmanja
vrednost broja n dobija se za m = 9 jer je to najmanji prirodan broj deljiv sa
9.

Odatle sledi da je najmanji broj cifara broja a,n =9 - 2013 = 18117.
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Zadatak 9 Da li je moguée prirodne brojeve 1,2,...,2012,2013 razvrstati v
disjunktne skupove tako da u svakom od njih zbir najmanjeg i najveéeg broja
bude jednak zbiru ostalih brojeva tog podskupa?

Resenje Pretpostavimo da je to moguée. Neka su a i b, redom, najmanji i
najveéi brojevi proizvoljnog podskupa S. Zbir brojeva podskupa S je 2(a+b) €
2N. Odatle sledi da je zbir brojeva svih podskupova paran broj, sa jedne strane,
dok je taj zbir zapravo zbir brojeva od 1 do 2013 i jednak 20132014 — 227091,
§to je neparan broj, pa trazeno razvrstavanje brojeva nije moguce.

Zadatak 10 Neka su a i b re§enja kvadratne jednacine
2% — 2013z +1=0.
Odrediti prirodne brojeve m i n koji su reSenja jednacine
a™ 4+ b™ = 2012n.
Koliko resenja ima jednacina
a™ +b™ =2014n
u skupu prirodnih brojeva?
Resenje: Iz Vijeteovih formula sledi da je
a+b=20131iab=1.
Sada je

2013(a™ +0™) = (a+0b)-(a™+b")
— am+1 _|_bm+1 +ab(am71 _'_bm,fl)
am,+1 _|_bm+1 +am—1 _’_bm,—l.

Odavde sledi da je
(6) a™ Tt = 2013(a™ + b)) — (a™ 7+ ™).

Primenom prethodne jednakosti na zbir ™ + b™ dobija se da je

(7) a?n+1 + an+1 — (20132 _ 1)(am—1 + an—l) _ 2013(@7”_2 + bm—Q).

Dokazimo matematickom indukcijom da je za svako m € N broj a™ +b™ ceo
broj koji nije deljiv ni sa 2012 ni sa 2014.

e Zam=1jea™ +b" =a+ b= 2013 §to je ceo broj koji nije deljiv ni sa
2012 ni sa 2014.
Zam=2jea™+b"™ =a®+b> = (a+b)? —2ab = 2013% — 2 = (20132 —
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1) —1=(2013—-1)- (2013 +1) — 1 = 2012 - 2014 — 1 &to je ceo broj koji
je uzajamno prost sa brojevima 2012 i 2014 pa nije deljiv tim brojevima.
Zam =3jea™ +b" =a®+b = (a+0b)(a® - ab+ b?) = 2013 - (20132 —
2 —1) = 20133 — 3-2013. Kako je 2013 = 1 (mod 2012) i 2013 = —1
(mod 2014) to je 20133 — 3 -2013 = 12 — 3 -1 (mod 2012), odakle sledi
20133 —3-2013 £ 0 (mod 2012), odnosno 20133 —3-2013 = (—1)3-3-(-1)
(mod 2014), odakle sledi 2013% — 3 - 2013 # 0 (mod 2014). Odatle sledi
da broj a™ + b™ = a3 + b3 nije deljiv brojevima 2012 i 2014.

e (IH:) Pretpostavimo da su za neki prirodan broj m brojevi a™+b™, a™+1+
bt i ™ t2 4 p™*2 celi brojevi koji nisu deljivi ni sa 2012 ni sa 2014

e (ID:) Dokazimo da je broj a™ 3 +b™*3 ceo broj koji nije deljiv ni sa 2012
ni sa 2014.

Iz jednakosti (@) imamo da je
a™ 3 4yt = 2012 - 2014(a™ 1 + 0™ ) — 2013 - (o™ + B™),
pa je to kao razlika dva cela broja (prema IH) ceo broj. Kako je
a™t3 Ly = —(a™ + ™) (mod 2012),

a™ 3 4 pm T3 = g™ 4™ (mod 2014),

i kako prema IH a™ + b™ nije deljivo ni sa 2012 ni 2014, to ni broj a™*3 +
b 3nije deljiv ni sa 2012 ni sa 2014, &ime je nage tvrdenje dokazano.

Iz jednakosti (B) sledi da je a™*2 + b™ %3 ceo broj. Iz jednakosti (@) sledi
da je

Ukoliko bi jednadina
a™ 4+ b =2012n

imala reSenje (mg,ng) sledilo bi da je a™° 4+ b™° = 0 (mod 2012) §to je u kon-
tradikciji sa prethodnim delom dokaza.
Ukoliko, sa druge strane, postoji reSenje (mi,n;) jednacine

a™ +b™ = 2014n,

sledilo bi da je a™* + ™ = 0 (mod 2014), sto je takode u kontradikciji sa
induktivnim dokazom.

Odavde sledi da jednacine postavljene u zadatku nemaju reSenja u skupu
prirodnih brojeva.

Zadatak 11 Odrediti ostatak zbira
52013 — 12501 =+ 22501 4+ 20122501 4 20132501

pri deljenju sa 625.
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ResSenje: Za resavanje ovog zadatka biée potrebna Ojlerova funkcija i Ojlerova
teorema [2,4]. Neka je kanonska reprezentacija prirodnog broja n > 2

(e5]

_ a2
n=p;

Pyt pRk.

Broj prirodnih brojeva ¢(n) manjih od n koji su uzajamno prosti sa n jednak
je

® w(n):n.(l_;)(l_;).....(1—;)

(Funkcija ¢ neziva se Ojlerova funkcija). Vazi i

Teorema 2 (Ojlerova teorema) Ukoliko su brojevi a i n uzajamno prosti,
onda je

(9) a?™ =1 (mod n).

Kako je p(625) = ¢ (54) = 500, to za prirodan broj a koji je uzajamno prost sa
625, iz Ojlerove teoreme sledi da je
a®%01 = (a500)4 ca=1*-a=a (mod 625).

Ako prirodan broj a nije uzajamno prost sa 625, tada 5la paje a = 5q, ¢ €
N. Tada je

(l2501 _ (5q)2501 — 54 . 52497 . q2501 — 625 - 52497 . q2501,

odakle sledi da je
a® =0 (mod 625)

u slucaju da 5|a.
Zbog toga je

Spo13 = (142+...42013) — (5+10+... +2010) (mod 625).

Kako je
(10) 1+2+...+2013 = w = 2027091
i
5+10+...42005+2010 = 5-1+5-24...4+5-40145-402
= 5-(1+2+...+401+402)
(11) = 5~M = 405015,

to iz (I,ID) sledi da je Sap13 = 1622076 (mod 625), odnosno

52013 =201 (HlOd 625)



Zanimljivi algebarski zadaci sa brojem 2013 43

Zadatak 12 a) Dokazati da postoji prirodan brojn takev da je broj 2013"—1
deljiv sa 22014 Odrediti najmange takvo n.

b) Za dati neparan broj m > 3 odrediti najmangi prirodan broj n tako da je
broj m™ — 1 deljiv brojem 2213,

ResSenje: Neka su k,m dati prirodni brojevi, gde je m neparan i m > 3.
Odredimo najmanji prirodan broj n za koji

28| (m™ — 1).
Napomenimo da broj m mora biti neparan, jer u slu¢aju da je broj m paran,
broj m™ —1, n € N, bi bio neparan pa ne bi bio deljiv stepenom broja 2.

Broj n je moguce napisati u obliku

n=2"q, teN, ge2N-1.
Odatle sledi da je

mh—1 = (m““)q—1 - (mQ" _ 1)- [(mr“")ql + (mz"')W2 o (mQ’)l v 1}

R

Broj R je, kao zbir neparnog broja neparnih brojeva (g neparnih brojeva koji
su neparni kao stepeni neparnog broja m), neparan broj pa 2¥| (m™ — 1) ako i

samo ako 2| (mQt — 1). Imamo da je

t—1

m¥ —1=m?—1)(m2+1)...(m*>  +1).

w

Kako je m neparan broj, to je

m==1 (mod 4),

pa za proizvoljan broj u vazi kongruencija

m? =1 (mod 4).

Zbog toga su u broju W svi ¢inioci deljivi sa 2 ali ne i sa 4. Kako u broju W
imamo t — 1 ¢inilaca oblika (m2g —1),g =1,2,...,t — 1, to je najvedi stepen
broja 2 koji deli broj W jednak 2¢~'. Ostaje jo§ da se razmotri koji je najveéi
stepen broja 2 koji deli broj m? — 1.

Neka je 2° najveéi stepen broja 2 koji deli m? — 1.

Sada zaklju¢ujemo da je najveéi stepen broja 2 koji deli (m2t)q -1 =

m2°4 —1=m" — 1 jednak 2t=1+5
Sada moZzemo da resimo oba dela postavljenog zadatka.
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a) Ovde je k = 2014 i m = 2013. Kako je m? — 1 = 23 . 506521, to je S = 3,
pa iz jednacine 2014 =t — 1 4 3 sledi daéjoemt = 2012. Odatle sledi da su
prirodni brojevi oblika 2013 — 1 = 20132" "7 — 1, ¢ € N, deljivi sa 2204,
Najmanji takav broj n dobija se za ¢ = 1 i jednak je n = 22012,

b) Ovde je k = 2013, pa iz jednacine 2013 =t —14 S sledi da je t = 2014 —S.
Najmanji trazeni broj n je oblika 220145 ode S zadovoljava uslov da je
2% najveci stepen broja 2 koji deli m? — 1.
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