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UOP�TENJA NEKIH
ALGEBARSKIH NEJEDNAKOSTI

Generalizations of some algebraic inequalities

Du²an J. Simjanovi¢1 Nenad O. Vesi¢2

Saºak: U ovom radu su uop²tene neke dobro poznate algebarske nejed-
nakosti nezavisno od broja promenljivih £lanova.
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Abstract. Some well known algebraic inequalities are generalised in this
paper regardless of the number of variables.
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1 Uvod

U radovima Arslanagi¢a [1] i Milo²evi¢a [2] posmatrane su slede¢e sredine:

H2 = 2
1
a+ 1

b

harmonijska sredina,

G2 =
√
ab geometrijska sredina,

A2 = a+b
2 aritmeti£ka sredina,

K2 =
√

a2+b2

2 kvadratna sredina,
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pozitivnih realnih brojeva a i b.

Dobro je poznato da vaºi

H2 ≤ G2 ≤ A2 ≤ K2,

pri £emu jednakosti u prethodnim nejednakostima vaºe ako i samo ako je a = b.

Posmatrajmo kubnu sredinu

Q2 =
3

√
a3 + b3

2

pozitivnih realnih brojeva a i b.
Dokaza¢emo da za kvadratnu i kubnu sredinu pozitivnih realnih brojeva vaºi

relacija K2 ≤ Q2. √
a2 + b2

2
≤ 3

√
a3 + b3

2
⇔(√

a2 + b2

2

)6

≤

(
3

√
a3 + b3

2

)6

⇔

(
a2 + b2

2

)3

≤
(
a3 + b3

2

)2

⇔

a6 + 3a4b2 + 3a2b4 + b6 ≤ 2(a6 + 2a3b3 + b6) ⇔

0 ≤ a6 + b6 + 4a3b3 − 3a4b2 − 3a2b4 ⇔

0 ≤ (a2 − b2)(a4 − b4) + 4(ab)3 − 2a4b2 − 2a2b4 ⇔

0 ≤ (a2 − b2)(a2 − b2)(a2 + b2) + 2a2b2(2ab− a2 − b2) ⇔

0 ≤ (a2 − b2)2(a2 + b2)− 2a2b2(a− b)2 ⇔

0 ≤ (a− b)2(a+ b)2(a2 + b2)− 2a2b2(a− b)2 ⇔

0 ≤ (a− b)2
[
(a+ b)2(a2 + b2)− 2a2b2

]
⇔

0 ≤ (a− b)2
[
(a2 + 2ab+ b2)(a2 + b2)− 2a2b2

]
⇔

0 ≤ (a− b)2
[
(a2 + b2)(a2 + b2) + 2ab(a2 + b2)− 2a2b2

]
⇔

0 ≤ (a− b)2
[
a4 + b4 + 2a2b2 + 2ab(a2 + b2)− 2a2b2

]
⇔

0 ≤ (a− b)2
[
a4 + b4 + 2ab(a2 + b2)

]
.

O£igledno, K2 = Q2 ako i samo ako je a = b. Iz poslednje nejednakosti sledi

H2 ≤ G2 ≤ A2 ≤ K2 ≤ Q2.

Poznate su slede¢e nejednakosti [1, 2]:
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N1: K2 ·G2 ≤ A2
2;

N2: H2 ·K2 ≤ A2 ·G2;

N3: 2K2 +H2 ≤ 3A2.

Postavlja se pitanje ²ta ¢e se dogoditi sa navedenim nejednakostima kada
se kvadratna sredina zameni kubnom. Slede¢i primer pokazuje da nejednakosti
N1, N2. i N3. ne vaºe kada se kvadratna sredina zameni kubnom.

Primer 1 Neka je a = 1 i b = 2.

• Harmonijska: H2 = 2
1
a+ 1

b

= 4
3 ,

• Geometrijska: G2 =
√
ab =

√
2,

• Aritmeti£ka: A2 = a+b
2 = 3

2 ,

• Kubna: Q2 = 3

√
a3+b3

2 = 3

√
9
2 .

Sada je

A2 =

(
3

2

)2

=
9

4
; Q2 ·G2 =

3

√
9

2
·
√
2 =

6
√
92 · 2; H2 ·Q2 =

4

3
· 3

√
9

2
=

3

√
25

3
;

A2 ·G2 =
3

2
·
√
2 =

√
32

2
; 2Q2 +H2 =

3
√
22 · 32 + 4

3
; 3A2 =

9

2
.

1. 9
4 <

6
√
92 · 2 ⇔ 96

46 < 92 ·2 ⇔ 38 < 213 ⇔ 6561 < 8192 ⇔ A2
2 < Q2 ·G2.

2. 3

√
25

3 >
√

32

2 ⇔ 210

32 > 36

23 ⇔ 213 > 38 ⇔ H2 ·Q2 > A2 ·G2.

3.
3
√
22 · 32+ 4

3 > 9
2 ⇔ 25 ·35 > 193 ⇔ 7776 > 6859 ⇔ 2Q2+H2 > 3A2.

2 Glavni rezultati

Mi ¢emo u ovom radu posmatrati op²tiji slu£aj. De�nisa¢emo slede¢e sredine
pozitivnih realnih brojeva a1, a2, . . . an:

S1 Hn = n
1
a1

+···+ 1
an

harmonijska sredina,

S2 Gn = n
√
a1 · . . . · an geometrijska sredina,

S3 An = a1+···+an

n aritmeti£ka sredina,

S4 Kn =

√
a2
1+···+a2

n

n kvadratna sredina,
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S5 Fn(α) =
α

√
aα
1 +···+aα

n

n α-sredina, α ∈ R+.

Primetimo da je

Fn(1) = An i Fn(2) = Kn.

U narednom zadatku je pokazano da u specijalnom slu£aju (kada je a
b +

b
a ≥

2012), analognu nejednakost nejednakosti N1 iz [1, 2] zadovoljavaju i sredine
F2(4), G2 i A2.

ZADATAK: Ako su a i b pozitivni realni brojevi za koje vaºi

a

b
+

b

a
≥ 2012,

dokaºati da sredine F2(4), G2 i A2 ispunjavaju nejednakost

F2(4) ·G2 < A2
2.

Re²enje: Uo£imo proizvoljne pozitivne realne brojeve a i b. Za te brojeve je

F2(4) =
4

√
a4+b4

2 , G2 =
√
ab i A2 = a+b

2 . Nejednakost koju dokazujemo, ekviva-
lentna je sa

4

√
a4 + b4

2
·
√
ab <

(
a+ b

2

)2

⇔
√
ab
√
ab 4

√
1

2

(
a2

b2
+

b2

a2

)
<

a2 + 2ab+ b2

4
⇔

4

√√√√1

2

((
a

b
+

b

a

)2

− 2

)
<

1

4

(
a

b
+

b

a
+ 2

)
⇔
∣∣∣∣ab +

b

a
= t

∣∣∣∣⇔
4

√
1

2
(t2 − 2) <

1

4
(t+ 2) ⇔ t2 − 2 <

1

27
(t+ 2)4 ⇔

27t2 − 28 < t4 + 8t3 + 24t2 + 32t+ 16 ⇔ 0 < t4 + 8t3 − 104t2 + 32t+ 272.

Kako je t ≥ 2012, sledi da je t4 ≥ 104t2 ⇔ t2 > 104, ²to je ta£no jer je
t ≥ 2012. Ovim je dokazano da je

0 < t4 + 8t3 − 104t2 + 32t+ 272,

²to potvr�uje na²u nejednakost. ♢

Neka su x1, . . . , xn pozitivni realni brojevi. Posmatra¢emo α−sredine ovih
brojeva. Dokaza¢emo da za 0 < α < β vaºi Fn(α) ≤ Fn(β).

Koristi¢emo slede¢e pomo¢ne nejednakosti:

1: Za svaki x ∈ R+ je
x lnx ≥ x− 1.
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2: Neka su x2, x3, . . . xn ∈ R �ksirani realni brojevi takvi da vaºi x2 ≥ x3 ≥
· · · ≥ xn > 0. Tada, za svaki realan broj x takav da je x ≥ x2 ≥ x3 ≥
· · · ≥ xn > 0 vaºi

x lnx+ x2 lnx2 + x3 lnx3 + · · ·+ xn lnxn ≥

(x+ x2 + x3 · · ·+ xn) ln
x+ x2 + x3 · · ·+ xn

n
.

Dokaz nejednakosti 1: Uo£imo funkciju

f(x) = x lnx− (x− 1).

Za funkciju f je

f ′(x) = lnx+ x · 1
x
− 1 = lnx.

Znak prvog izvoda f ′ funkcije f prikazan je slede¢om tabelom

0 < x ≤ 1 1 ≤ x
sgn(f ′) = sgn(lnx) −−− +++

Iz prethodne tabele vidimo da je funkcija f opadaju¢a na intervalu (0, 1),
odnosno rastu¢a na (1,+∞). To zna£i da je lokalni, a zbog stroge monotonosti
i globalni, minimum funkcije f jednak f(1) = 0 odnosno,

(∀x ∈ R+) f(x) = x lnx− (x− 1) ≥ f(1), tj.

(∀x ∈ R+) x lnx− (x− 1) ≥ 0, odnosno,

(∀x ∈ R+) x lnx ≥ x− 1.

Dokaz nejednakosti 2: Uo£imo funkciju

g(x) = x lnx+ x2 lnx2 + x3 lnx3 + · · ·+ xn lnxn−

(x+ x2 + x3 · · ·+ xn) ln
x+ x2 + x3 · · ·+ xn

n
.

Prvi izvod funkcije g(x) je

g′(x) = 1 + lnx− ln
x+ x2 + x3 · · ·+ xn

n
−

(x+ x2 + x3 · · ·+ xn) ·
n

x+ x2 + x3 · · ·+ xn
· 1
n
.

Daljim sre�ivanjem dobijamo da je

g′(x) = lnx− ln
x+ x2 + x3 · · ·+ xn

n
.

Kako je x ≥ x2 ≥ x3 ≥ · · · ≥ xn > 0, vaºi nejednakost

nx

n
≥ x+ x2 + x3 + · · ·+ xn

n
, tj. x ≥ x+ x2 + x3 + · · ·+ xn

n
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pa je g′(x) ≥ 0.

Dakle, funkcija g(x) je rastu¢a pa je najmanja vrednost funkcije g(x) za
x = x2.

Za odre�eno xn i razli£ite (n− 2)-torke pozitivnih realnih brojeva

(x2, x3, . . . , xn−1)

za koje je x2 ≥ x3 ≥ · · · ≥ xn−1 ≥ xn, odredimo skup M svih najmanjih
vrednosti funkcije g(x). Kako je funkcija g(x) rastu¢a, najmanji element skupa
M dobija se za x = xn. Iz x ≥ x2, zalju£ujemo da se najmanja vrednost
funkcije g(x) dobija za x = xn i jednaka je g(xn) = 0. Ovim smo dokazali
traºenu nejednakost.

Ispita¢emo odnos izme�u α-sredina za α ≥ 1. Neka su x1, . . . , xn pozitivni
realni brojevi takvi da je

xα
1 ≥ · · · ≥ xα

n.

Uo£imo α-sredinu brojeva x1, . . . , xn.

Fn(α) = e
ln

xα
1 +···+xα

n
n

α .

Sada je

F ′
n(α) =

1

α2
e

ln
xα
1 +···+xα

n
n

α

(
xα
1 lnxα

1 + · · ·+ xα
n lnxα

n

xα
1 + · · ·+ xα

n

− ln
xα
1 + · · ·+ xα

n

n

)
.

Znak prvog izvoda sredine Fn(α) je identi£an znaku funkcije

ϕ(α) = xα
1 lnxα

1 + · · ·+ xα
n lnxα

n − (xα
1 + · · ·+ xα

n) · ln
xα
1 + · · ·+ xα

n

n
.

Na osnovu pomo¢ne nejednakosti 2 je ϕ(α) ≥ 0. Jednakost vaºi ako i samo ako
je x1 = · · · = xn.

Dakle, iz 1 ≤ α < β sledi Fn(α) ≤ Fn(β).

Neka su α i β realni brojevi takvi da je 0 < α < β. Dokaza¢emo neke
uop²tene nejednakosti vezane za brojeve α i β i odgovaraju¢e t-sredine.

UN1: Fα+β
n (α) ≤ F β

n (α) · Fα
n (β).

Dokaz: Ovaj odnos sledi direktno iz £injenice da je funkcija f(x) = xα

rastu¢a za α > 0 i dokazanog odnosa izme�u α-sredina.

UN2: 1
Fα

n (β) +
1

Fβ
n (α)

≥ 2

F
α+β

2
n (β)

.

Dokaz: Iz nejednakosti izme�u aritmeti£ke i geometrijske sredine sledi da
je:

1

Fα
n (β)

+
1

F β
n (α)

≥ 2√
Fα
n (β) · F

β
n (α)

.
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Funkcija f(x) = xα je rastu¢a za α > 0 pa iz odnosa izme�u α-sredina
sledi da je

2√
Fα
n (β) · F

β
n (α)

≥ 2√
Fα
n (β) · F

β
n (β)

=
2

F
α+β

2
n (β)

,

£ime je dokazana i ova nejednakost.

UN3: F β
n (α) ≤ Fα

n (β) · F β−α
n (α).

Dokaz: Iz
F β
n (α)

Fα
n (β)

≤ F β
n (α)

Fα
n (α)

= F β−α
n (α)

sledi
F β
n (α) ≤ Fα

n (β) · F β−α
n (α).
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