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UOPSTENJA NEKIH
ALGEBARSKIH NEJEDNAKOSTI

Generalizations of some algebraic inequalities

Dusan J. Simjanovié? Nenad O. Vesié®?

Sazak: U ovom radu su uopstene neke dobro poznate algebarske nejed-
nakosti nezavisno od broja promenljivih ¢lanova.
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Abstract. Some well known algebraic inequalities are generalised in this
paper regardless of the number of variables.
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1 Uvod

U radovima Arslanagica [0] i MiloSevi¢a [2] posmatrane su sledece sredine:

Hy = il harmonijska sredina,
b

2 ||

Gy =+Vab geometrijska sredina,

Ay = ‘ITH’ aritmeticka sredina,

2 2 .
K, = \/% kvadratna sredina,
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pozitivnih realnih brojeva a i b.

Dobro je poznato da vazi
Hy <Gy < Ay < Ko,
pri ¢emu jednakosti u prethodnim nejednakostima vaze ako i samo ako je a = b.
Posmatrajmo kubnu sredinu

sja® + b3
2

Q2 =

pozitivnih realnih brojeva a i b.
Dokaza¢emo da za kvadratnu i kubnu sredinu pozitivnih realnih brojeva vaZi

relacija Ko < Q.
\/aQer2 < §/a3+b3 N
2 - 2

6 6
2 - 2
(a2 +b2>3 _ (a3+b3>2 -
2 - 2

a® + 3a*b? + 3a?b* + b° < 2(a8 + 2a30% +b°) &
0<a®+° +4a°p® — 3a*p? — 30%0* =
0 < (a® — b)) (a* — b*) + 4(ab)® — 2a*p* — 2a%V* =
0 < (a® — b*)(a® — b*)(a® + b?) + 2a%b*(2ab — a* — b?) &
0 < (a® —b*)?%(a® + b?) — 2a%b*(a — b)? &
0 < (a —b)*(a+b)*(a® +b*) — 2d%V*(a — b)? &
0<(a—10)*[(a+b)*(a®+b*) — 2] &
0 < (a—10)*[(a®+ 2ab + b*)(a® + V) — 2a°b*] &
0 < (a—10)*[(a®+b°)(a® +b*) + 2ab(a® + b*) — 2a°b°] &

0 < (a—1b)?[a* +b* + 2a%b* + 2ab(a® + b?) — 2a°V*] &
0 < (a—10)?[a* +b* + 2ab(a® + b%)] .
Ocigledno, Ky = @2 ako i samo ako je a = b. Iz poslednje nejednakosti sledi
Hy <Gy <Ay <Koy <Qo.

Poznate su sledeée nejednakosti [, B:
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Ni1: KQ'GQ §A§,
N2: HQ-KQSAQ-GQ;
N3: 2K2—|—H2 < 3142

Postavlja se pitanje Sta ¢e se dogoditi sa navedenim nejednakostima kada
se kvadratna sredina zameni kubnom. Sledeéi primer pokazuje da nejednakosti
N1, N2. i N3. ne vaze kada se kvadratna sredina zameni kubnom.

Primer 1 Neka jea=11:ib=2.

2 4
3

 Harmonijska: Hy = 1+

o

o Geometrijska: Gy = vVab = /2,

o Aritmeticka: Ay = “£2 =3,

o Kubna: Qs = {/757 = of

Sada je

3\2 9 .[9 4 9 L[
2— —_ = - . :3—- :6 2- . . :7.37:37-
A_<2> 4,(,22 Gy \/gﬁ V92.2: Hy- Qo 3 \@ S

3 /32 4 9
AQ'G2:§'\/§: ?; 2Q2+H2=\/322-32+§; 3142:5.

1. 2<V92 2 &% <922 o35 <28 6561 <8192 A < Qy-Go.
2. YL >/% & 2%>%§ 213 >384 Hy- Q> Ay - Gs.

3. V223243 > & 25.3°>19% & 7776 > 6859 < 2Q2+ Ha > 34,.

2 Glavni rezultati

Mi ¢emo u ovom radu posmatrati opstiji slu¢aj. Definisa¢emo sledece sredine
pozitivnih realnih brojeva a1, aq, ... ay:

S1 Hy, = ﬁ harmonijska sredina,

ay an
S2 G, = a1 -...-an geometrigska sredina,
S3 A, = atodon aritmeticka sredina,

n

2 ... 2 )
54 K, = \/@ kvadratna sredina,



26 D. J. Simjanovié¢, N. O. Vesi¢

S5 Fy(a) = ¢/ W% a-sredina, o € RT.

Primetimo da je
F.(1)=A4, i F,(2) =K,.

U narednom zadatku je pokazano da u specijalnom slu¢aju (kada je %Jrg >
2012), analognu nejednakost nejednakosti N1 iz [0, 2] zadovoljavaju i sredine
F2(4),G2 i AQ.

ZADATAK: Ako su a i b pozitivni realni brojevi za koje vazi
b
41259012,
b a
dokazati da sredine F5(4),Gs 1 As ispunjavaju nejednakost

F2(4) -Gy < A%

Resenje: Uocimo proizvoljne pozitivne realne brojeve a i b. Za te brojeve je
F4) =4 a4;rb4 ,Go=+Vabi Ay = “T*b Nejednakost koju dokazujemo, ekviva-
lentna je sa

4 4 2
sjaltb .m<(a+b) o Vababs

el

N NP IS T IS LB D
b a 4\b a b a

41 1 2 1 4
—(t2 -2 -t+2)et*—-2< =(t+2)" <
S(12-2) < 1(t+2) < S (t+2)
2742 — 28 <t 4+ 8t + 2417 + 32t + 16 & 0 < t* + 8¢% — 104+ + 32t + 272.
Kako je t > 2012, sledi da je t* > 104t < 2 > 104, $to je tatno jer je
t > 2012. Ovim je dokazano da je

a? b2 a® + 2ab + b?
| < TP o
a 4

0 < t* 4+ 8t — 104t + 32t + 272,

§to potvrduje nasu nejednakost.

Neka su x1,...,x, pozitivni realni brojevi. Posmatra¢emo a—sredine ovih
brojeva. Dokaza¢emo da za 0 < «a < 8 vazi F,(a) < F,(8).

Koristiéemo slede¢e pomoéne nejednakosti:

1: Zasvaki z € R je
zlnx >z — 1.
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2: Neka su 22,23, ...2, € R fiksirani realni brojevi takvi da vazi xo > x3
<o+ > x, > 0. Tada, za svaki realan broj = takav da je x > x5 > x3
cee >z > 0 vazi

AV

zlnz +zolnas +23lnxs + -+ z, Inx,, >

T+ a2+ T3+ X,
- .

(r+zo+25--+2,) 10

Dokaz nejednakosti 1: Uo¢imo funkciju
f(z)=zlnz—(xz—1).
Za funkciju f je
f(@)y=hhz+z- % —1=Inz.
Znak prvog izvoda f’ funkcije f prikazan je slede¢om tabelom

[0<2<1|1<w
sgn(f) = sgn(lnz) | ——— |[+++

Iz prethodne tabele vidimo da je funkcija f opadajuéa na intervalu (0, 1),
odnosno rastuéa na (1,400). To znaci da je lokalni, a zbog stroge monotonosti
i globalni, minimum funkcije f jednak f(1) = 0 odnosno,

(Vzr € RT) f(x) =zlnz — (z — 1) > f(1), tj.
(Vzx € RT) zlnx — (z — 1) > 0, odnosno,
(Vr e RT) zlnz >z — 1.

Dokaz nejednakosti 2: Uofimo funkciju

g(z) =zlnz+zolnas +zglnas + -+, lnx,—

r+To+ T3+ T

(x+zo+25- -+ 2,) 0 -

Prvi izvod funkcije g(z) je

9/(33):1+lnx—lnx+$2+x3”.+xn—

n
(x4+x2+23 -+ 24) - " l
r+xot+x3--+xH N
Daljim sredivanjem dobijamo da je
g (z) :lnx—lnx+x2+x3'”+xn.
n
Kako je x > x9 > 23 > -+ > x,, > 0, vaZi nejednakost

nr _r+rgtrst+---+x, . r+rotarzst+---+x,
— > , 4. x>
n n n
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paje ¢'(z) > 0.
Dakle, funkcija g(z) je rastuc¢a pa je najmanja vrednost funkcije g(z) za

Xr = T2.

Za odredeno x,, i razlicite (n — 2)-torke pozitivnih realnih brojeva

((EQ,ZEg, cee vl'n—l)

> > xp_1 > Xy, odredimo skup M svih najmanjih
vrednosti funkcije g(z). Kako je funkcija g(z) rastuca, najmanji element skupa
M dobija se za *x = z,. Iz x > x5, zaljuCujemo da se najmanja vrednost
funkcije g(z) dobija za * = x, i jednaka je g(x,) = 0. Ovim smo dokazali
traZzenu nejednakost.

za koje je g > x3 > ---

Ispita¢emo odnos izmedu a-sredina za o > 1. Neka su x1,...,x, pozitivni
realni brojevi takvi da je

Sada je

o ETAten a a «a a « «
1 w2 faflnaf +- -+ Inx ¢+l
—In .
n

Fl(a) = —e g
n(@) a? ¢+ Tl

Znak prvog izvoda sredine F,,(«a) je identi¢an znaku funkcije

Na osnovu pomoéne nejednakosti 2 je ¢(a) > 0. Jednakost vazi ako i samo ako

jexy =-- =Ty
Dakle, iz 1 < a < f sledi F,, () < F,(B).

Neka su « 1 8 realni brojevi takvi da je 0 < a < f. Dokaza¢emo neke
uopstene nejednakosti vezane za brojeve a1 8 i odgovarajuée t-sredine.

UN1: Feti(a) < Fi(a)- F2(5).
Dokaz Ovaj odnos sledi direktno iz ¢injenice da je funkcija f(z) = =
rastuéa za a > 0 i dokazanog odnosa izmedu a-sredina.

[

UN2: 24—+ 72— > 2 .
FE2(B) ' Ff(a) " ] )
Dokaz 1z nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine sledi da

je:
1 1 2

JF(8) - FP ()

Y
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UNS3:

Funkcija f(z) = x“ je rastuca za a > 0 pa iz odnosa izmedu a-sredina
sledi da je

2
atB )
2

2 2
> =
VE®) - Fia)  \JFe®)-FAB)  Fu7 (5)
¢ime je dokazana i ova nejednakost.

Fl(a) < FR(B) - Fi*(a).

Dokaz 1z [3( ) ﬂ( )
FP(a FP(a
n < In _ Ff—a a
Fe() = Fala) (@)
sledi

Fjl(a) < F(B) - F%(a).

Autori se zahvaljuju prof. dr Snezani Ili¢, redovnom profesoru Prirodno-
matematickog fakulteta u Nigu, na korisnim savetima i sugestijama.

Acknowledgement

This paper was partially supported by project 174012 of Serbian Ministry of
Education, Science and Technological Development. Authors thanks professor
Snezana 1li¢, full professor on Faculty of Science and Mathematics in Ni§, for
useful help, remarks and suggestions.

LITERATURA

(1] S. Arslanagié¢, Neke nove nejednakosti izmedu brojevnih sredina, Nastava

2]

matematike (Beograd), LIV, 4, 2009, 11-14.

D. Milogevi¢, Jos o brojevnim sredinama, Nastava matematike (Beograd),
LV, 3-4, 2010, 51-52.

Primljeno u redakciju 06.12.2012; revidirana verzija 12.12.2012;
dostupno online 17.12.2012



	Uvod
	Glavni rezultati

