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GENERALIZACIJA JEDNE GEOMETRIJSKE
NEJEDNAKOSTI O TROUGLU

(Generalization of one geometric inequality on triangle)

Sefket Arslanagi¢' i Naida Biki¢

Sazetak: U radu je data generalizacija jedne geometrijske nejednakosti koja
se odnosi na duzine stranica a,b,c trougla A4BC.
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Abstract: In this paper we give the generalization of one geometric
inequality on triangle for the sides a,b,c¢ of triangle AABC.
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Pocecemo sa dokazom nejednakosti koja se odnosi na duzine stranica a,b,c
trougla A4ABC koja glasi

- b +— >3, (D
b+c—a c+a-b a+b-c

Dokaz 1. Kako je b+c—a>0,a+c—b>0 i a+b—c>0 (nejednakosti trougla), to

imamo na osnovu nejednakosti izmedu aritmeti¢ke i geometrijske sredine za tri
pozitivna broja

“+b+czsi/abc. )

b+c—a c+a-b a+b-c b+c—a c+a-b a+b—c
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Koriste¢i poznatu nejednakost (1.3. iz [3])

(b+c—a)(c+a—b)(a+b—c) <abc,
dobijamo iz (2)

a b c
+ + >3,
b+c—a c+a-b a+b-c

a ovo je nejednakost (1). Vrijedi jednakost u (1) ako i samo ako je a=b=c
(jednakostranicni trougao).

Dokaz 2. Koristeéi nejednakost Kosi-Bunjakovski-Svarca za n = 3, tj.
(albl +a,b, +a3b3)2 < (a]2 +a22 +a32)(b12 +b22 +b32)

gdje a;,a,,a;,b,,b,,b; € , dobijamo

[a(b-i—c—a)+b(c+a—b)+c(a+b—c)]-(b+i_a+C+Z_b+a+2_cj2(a+b+c)2

2
+b+
o4 4 b ¢ (atb+c) . 3)
b+c—a c+a-b a+b—c 2ab+2bc+2ac—a’ b’ -’
Dokaza¢emo sada da vrijedi nejednakost
2
+b+
(a+b+e) >3 )

2ab+2bc+2ac—a’ —b*> - ¢

<::>(a+b+c)2 >6ab+6bc+6ac—3a’ —3b° —3¢°
< 4a’ +4b° +4¢% > 4ab + 4be + 4ac
& 2[(a=b) +(b=c) +(c-a)’ |20,

a ova nejednakost je tacna, pa je tana i1 nejednakost (4). Sada, iz nejednakosti (3) i
(4), dobijamo nejednakost (1).

Dokaz 3. Iz nejednakosti (1.15 iz [3]) koja glasi

+ + >
b+c—a c+a-b a+b-c a+b+c

1 1 1 9 (5)

dobijamo
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a+b+c a+b+c a+b+c
+ + 29
b+c—a c+a-b a+b-c

c:>(b+c—a)+2a+(c-|—a—b)+2b+(a+b—c)+2029

b+c—a cta->b at+b-c

<:>3+2( a + b + ¢ j29
b+c—a c+a-b a+b-c

a b c
& + + >3,
b+c—a c+a-b a+b-c

a ovo je nejednakost (1).

Dokaz 4. Nejednakost (1) je simetri¢na, pa ne umanjujuci opsStost mozemo uzeti da

je 0<a<b<c, a odavde slijedi b+c—a>2c+a-b>a+b-c, te
1 1 1 . Cd ey .
< < . Sada, na osnovu nejednakosti CebiSeva za nizove
b+c—a c+a-b a+b-c

1 1 1
b+c-a c+a—-b a+b-c

brojeva (a,b,c) i ( j koji su jednako usmjereni, dobijamo

a b c 1 1 1 1
+ + >—(a+b+c) + + ,
b+c—a c+a-b a+b-c 3 b+c—a c+a-b a+b-c

a odavde zbog nejednakosti (5) dobijamo datu nejednakost (1).

Sada ¢emo dati viSe dokaza nejednakosti koja se odnosi na duZine a,b,c
stranica trougla koja glasi
a’ b’ ¢’

+ + >a+b+c . 6)
b+c—a c+a-b a+b-c

Dokaz 1. Opet éemo koristiti nejednakost Kogi-Bunjakovski-Svarca za n=3.
Imamo

2 b2 2

[(b+c_a)+(c+a_b)+(a+b_c)]-[ = < ]2(a+b+c)2

+ +
b+c—a c+a-b a+b-c

a2 b2 c2 S (a+b+c)2

= + 2
b+c—a c+a-b a+b-c a+b+c
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a’ b’ Ve

+ + >a+b+c,
b+c—a c+a-b a+b-c

a ovo je nejednakost (6). Vrijedi jednakost u (6) ako i samo ako je a=b=c.

Dokaz 2. Za ovaj dokaz ¢emo koristiti nejednakost (1) iz [2], str, 53 koja glasi

2 p 2 +h+e)
a +b_+c_>u, (7)

X y z X+y+z

gdjesu x,y,z>01abcej .
Dobijamo, sada, na osnovu nejednakosti (7):

a2 b2 c2 S (a+b+c)2

+ + > , 4.
b+c—a c¢c+a-b a+b-c¢ b+c—a+c+a-b+a+b-c

a2 b2 c2 S (a+b+c)2

+ + >
b+c—a c+a-b a+b-c a+b+c
a odavde slijedi nejednakost (6).

Dokaz 3. Ovdje ¢emo opet koristiti nejednakost Cebiseva. Posto je nejednakost (5)
simetri¢na, to ne umanjujuéi opstost mozemo uzeti daje 0 <a<bh<c,te a’ <b’ <’
1b+c—-azc+a-b>a+b-c,aodavde
1 1 1
< < .
b+c—a c+a-b a+b-c

Sada, na osnovu nejednakosti Cebiseva, dobijamo

2 2 2
@ [ L c 2£(a2+b2+c2)( L, 1 1! j,
b+c-a c+a-b a+b-c 3 b+c—a c+a-b a+b-c

a odavde, na osnovu nejednakosti (5), slijedi

a’ b’ e’ a’+b>+¢° 9
+ + > . . ®)
b+c—a c+a-b a+b-c 3 a+b+c

Kako je
3(a2+b2+02)2(a+b+cf

& (a=b) +(b-c) +(c—a) 20,

to iz (8) odmah dobijamo nejednakost (6).
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Dokaz 4. U ovom dokazu ¢emo Kkoristiti Jensenovu nejednakost. Koristicemo
2
X

funkciju  f:(0,s) > (0.+) koja glasi f(x):z( ) (0<x<s), gdje je
S—X
2
s=§(a+b+c) poluobim trougla. Kako je f”(x)zs—3>0, to je funkcija f

S—X

konveksna pa na osnovu Jensenove nejednakosti imamo

f(a)+f(b)+f(c)23f(a+]3)+cj,tj.
2 2 2 ﬁ
a b c 2s 9
>3f| —|=3 =2
2(s—a) 2(s-b) 2(s=0) f(sj 2( _2;) 5
odnosno
aZ bZ 2
>a+b+c,

+ +
b+c—a c+a-b a+b-c

a ovo je nejednakost (6).

Najzad ¢emo dokazati generalizovanu nejednakost koja glasi

n n n n—1
a b c >3[a+b+cj , )

+ + >
b+c—-a c+a-b a+b-c 3

gdje su a,b,c>0 ineN.
Dokaz. Ideju za ovaj dokaz ¢emo preuzeti iz Dokaza 4. nejednakosti (6), tj.
koristi¢cemo Jensenovu nejednakost. Uze¢emo funkciju: f:(0,s) — (0,+) koja glasi

K (0<x<s).

Kako je

ivrijedi f"(x)>0 Vxe(0,s) ineN.
(Lako se provjeri da je izraz u srednjoj zagradi (kvadratni trinom) uvijek pozitivan
pa je funkcija f konveksna).

Sada, na osnovu Jensenove nejednakosti, dobijamo
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an bn ch an bn Cn

= >
Z(S—a) 2(s—b)+2(s—c) b+c—a+c+a—b+a+b—c B

a" b" c" a+b+c)’
= + + >3 ,
b+c—a c+a-b a+b-c [ 3 j
a ovo je nejednakost (8) koju je trebalo dokazati.
Vrijedi jednakost u (8) ako 1 samo ako je a =b=c (jednakostrani¢ni trougao).
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