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JEDAN METOD ZA DOKAZIVANJE SIMETRICNIH
NEJEDNAKOSTI SA TRI PROMJENLJIVE

(A method of proving symmetric inequalities with three variables)

Vesna Mileti¢”

SaZzetak: U ovom radu ¢emo dati vazan metod koji ¢emo Kkoristiti pri dokazivanju
simetri¢nih nejednakosti sa tri promjenljive. Ovaj metod je veoma interesantan i mocan
instrument koji se moze koristiti za dokazivanje nejednakosti razli¢itih poteskoca, koje se ne
mogu Cesto dokazati prethodnim metodama i tehnikama.

Kljuéne rijedi: simetri¢ne nejednakosti, tri promjenljive, Surova nejednakost, Mjurhedova
nejednakost.

Abstract: In this paper we'll give a important method that will be used in proving
symmetrical inequalities with three variables. This method is a very interesting and powerful
instrument can be used for proving inequalities of varying difficulty which can't be proved
with previous methods and techniques.

Key words: Symmetrical inequality, three variables, Schur's inequality, Muirhead's
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1. UVOD (Introduction)

Neka su X,y,zeR i p=x+y+z,q=xy+yz+2zx,r=xyz. Koriste¢i ove smjene
lako mozemo dokazati sljedeée identitete:

N1: x2+y2+22=p?-2q
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N2: X3 +y3+2% = p(p2 —3q)+3r
N3: x?y? +y?2% +2%x* =q® - 2pr

N4: x4+y4+z4:(p2—2q)2—2(q2—2pr)

N5: (x+y)(y+2z)(z+x)=pg-r

N6: (x+y)(y+2z)+(y+2)(z+X)+(z+x)(x+Yy)=p*+q

N7: (x )2(y+z)2+(y+z)2(z+x)2+(z+x)2(x+y)2:(p2+q)2—4p(pq—r)

+
N8: xy(x+y)+yz(y+z)+2x(z+x)= pgq—3r
9: (1+x)(1+y)(1+z)=1+p+q+r

NlO( +X)(1+y)+(1+y)(1+2)+(1+2)(1+x)=3+2p+q

N11:

(1+x)° (L+y) +(L+y) (1+2)* +(1+2)° (1+x)* =(3+2p+q)° —2(3+ p)(L+ p+q+T)
N12: x*(y+2z)+y*(z+x)+2° (x+y)= pq-3r

N13: X3y +y32® + 2°x* = q® - 3pgr +3r?

N14: xy(x2+y2)+yz(y2+zz)+zx(z2 +x2)= p?q—29° - pr

N15: (1+x2)(1+y2)(1+22)= p?+q%+r?—2pr-2q+1

N16: (1+x3)(1+y3)(1+z3)= p>+q+r3-3pgr—-3pg+3r2+3r+1

Dokazi ovih identiteta su jednostavni, mi ¢emo dokazati neke od njih.

Dokaz: Imamo

N5: pg—r=(x+y+2)(Xy+yz+2x)—xyz

= X2y + Y2z + 22X+ xy? + yz2% + X% + XyZ + XyZ + XyZ — XyZ
= x(xy+ yz+zx+zz)+ y(xy+ yz+zx+22)

= (x+y)(y(x+2)+z2(x+2))=(x+y)(y+2)(z+X).

N12: po—3r=(x+y+2z)(Xy+yz+2zx)—3xyz

= X2y + Y22+ 22X+ xy? + yz? + 2x2 + 3xyz — 3xyz

=x*(y+2)+y? (z+X)+2*(x+Y) .

N16: p*+q®+r®—3par-3pg+3r +3r+1=
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=(x+y+z)’ +(xy+yz+2x)° +x3y32% = 3(x+y+2)(xy + yz + 2x)xyz
=3(x+y+2z)(xy+yz+2x)+3x*y’z? +3xyz + 1=

=X +y2 + 22 +3x2y +3y2z+32%x +3xy? +3yz? + 3% +6xyz + X2y + Y32 + 283 +

+3x3y27+3y32%x+323x%y +3x2y3z +3y? 3 x + 3223y + 6 X2 y? 22 +

+x3y372 —3y%22x—323x%y - 3x?y 2 - 3y?23x - 3223y —9x°y? 7% —

—3x2y —3y2z—32°x—3xy? —3yz2 —3zx® —9xyz +3x°y?z% + 3xyz +1=
= +y + 22 3y Y22+ A3+ x%yRR 41

- 23(1+ X3 +y° +x3y3)+(1+x3 +y° +x3y3)
:(23 +1)(1+ 3 +y3 (1+ x3)) :(1+ x3)(1+ y3)(1+ 23) :

2. GLAVNI REZULTATI (Main results)

Teorema 1. Neka su x,y,z>0 i p=x+y+z,q=xy+Yyz+2zx, r=xyz . Tada vrijedi
T1: p®—4pg+9r=>0,
T2: p* -5p%q+49%>+6pr=>0.

Dokaz: Navedimo Surovu nejednakost:
Ako su x,y,z nenegativni realni brojevii r >0, tada vazi nejednakost

X" (x=y)(x=2)+y"(y-z)(y-x)+z' (z-x)(z-y)=0. (%)

T1: p®—4pq+9r =(x+ y+z)3 —4(x+y+2z)(xy+yz+2x)+9xyz
=x3+ v+ 22 +3x%y +3y2z+32%x+3xy? +3yz2 +32¢% +
+6xyz—4(x2y+y22+22x+xy2 +yz2 + 2x° +3xyz)+9xyz
) =x(x=y)(x=2)+y(y-z)(y-x)+z(z-x)(z-y)=0,
a ovo je Surova nejednakost za r=1.

Dakle, na osnovu (*) za r=1, dokazali smo T1. UvrStavanjem u (*) r=2,
dobijamo T2, ¢ime smo dokazali teoremu 1. (]

Teorema 2. Neka su x,y,z>0 i p=x+y+z,q=xy+Yyz+2zx,r=xyz. Tada vrijede
nejednakosti:
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T3: pg—-9r>0, T4: p?>3q,

T5: pd=>27r, T6: g% >27r?,

T7: g% >3pr, T8: 2p*+9r>7pq,
T9: p*+3q2 >4p?q, T10: 2pd+9r2 >7pqr,
T11: p2q+3pr>4q? T12: ¢*+9r> >4pq,

T13: pg® = 2p2r+3qr.

Dokaz: Imamo na osnovu nejednakosti A>G

T3:

T4:

T5:

T6:

T7:

T8:

pg = (X+y+2)(xy+yz+2x) > 3¥xyz - 3Yx*y*z* =9or

< pq-9r>0.
p2>3q o (x+y+2)° >3(xy+yz+2x)

o X2y i+t > xy+yz+x

@1[(x—y)2+(y—z)2+(z—x)2J20.
2
p=x+y+z>33¥xyz =3Yr < p®=27r.

q=xy+yz+2x233x%y22° =3¢r? o ¢° = 2702,

02 = (xy+yz+2x)° = x2y2 +y?22 + 227 + 2xyz (X + y + 2)
> (xy)(yz)+(yz)(2x)+(zx)(xy)+2xyz (X +y +2)

=3xyz(x+y+2z)=3pr.
2p +9r>7pq
< 2(x+ y+z)3+9xyz >7(x+y+2)(Xy+yz+2x)
c>2(x3+y3+z3)2x2y+x22+y22+y2x+22x+22y

=T[3,0,0]>T[2,10],

$to je taéno na osnovu Mjurhedove nejednakosti.

3. PRIMJENA (Application)

Zadatak 1. Dokazati da za sve realne brojeve x,y,z >0 vazi nejednakost

24
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(1+1)(1+1](1+1j264 ,
X y z
uzuslov x+y+z=1.

RjeSenje. TraZzena nejednakost se moZe napisati kao
(1+x)(1+y)(1+2)>64xyz. Q)

Uvedimo smjenu
P=X+Y+Z,q=Xy+YZ+2ZX, I =XyzZ.
Koriste¢i N9: (1+x)(1+y)(1+z)=1+p+q+ri p=1,imamo
(1+x)(1+y)(1+2)=2+q+r.
Dakle, mi treba da dokaZzemo
2+Qq+r 264r,
odnosno
24+02=63r. (2)
Na osnovu T3: pg>9r=q=>9r, paje

2+q=>2+09r.
S obzirom na (2), treba da dokaZzemo

2+9r >63r, {j.

1
<. 3
Y ®)

Kako je, na osnovu T5: p®>27r iposto je p=1, slijedi da je r s%, znaci da je
nejednakost (3) ta¢na, ¢ime smo dokazali (1). Vrijedi jednakost ako i samo ako je

X=y=z==. ¢
y 3
Zadatak 2. Dokazati da za sve realne pozitivne brojeve x,y,z vrijedi nejednakost
'yt 2t > xyz(x+y+2).

RjeSenje. Uvedimo smjenu

P=X+Y+2Z,q=Xy+YZ+2X, I =XyZ,
na osnovu N4: x* +y* +z* = ( p? —2q)2 —2(q2 -2 pr), nasa nejednakost je
ekvivalentna sa

2

(p2—2q) —2(q2—2pr)2 pr. (1)

Dakle, treba da dokazemo
p* —4p%q+29%+3pr=0. 2)

Na osnovu teoreme 1, mi znamo da vrijedi
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p* —5p2q+49® +6pr=0,
odnosno
p* —4p%q+29%+3pr > p?q-29%—3pr. (3)

Ako dokaZzemo da je
p?q-29% -3pr>0, 4)

dokazali bismo (2) a samim tim i datu nejednakost.
Na osnovu T11: p?q+3pr>4qg® i T7: g2 >3pr imamo

292 >6pr < 49%>-2q% >6pr,
tj.

49° >20° +6 pr,

p2q+3pr=4qg%>2q%+6pr.

Dobijamo da je
p’q-29°-3pr >0,
¢ime smo dokazali (4) pa je
p* —4p%q+29%+3pr > p?q—29%> -3pr>0;

samim tim, dokazana je nejednakost (1), §to smo i trebali dokazati.
Znak jednakosti vaZi ako je x=y=2z.90

Zadatak 3. Neka su x,y,z pozitivni realni brojevi. Dokazati da vrijede
nejednakosti:

) x*+yt+ 2 Hxyz(x+y+ z)zz(xzy2 +y?%z? +22x2),

i) 9xyz+1>4(xy+yz+2x),akoje x+y+z=1.

RjeSenje. Neka je p=x+y+z,q=Xy+Yyz+2zx,r=xyz .

i) Na osnovu N4 i N3 data nejednakost ima oblik

(p2—2q)2—2(q2—2pr)+ przZ(qZ—Zpr), (1)
odnosno
p* —4p2q+9pr=0. 2)
Na osnovu T2: p* -5p2q+4qg>+6pr>0 imamo
p* —4p2q+9pr> p2q+3pr-4q?.
Ako dokaZzemo da je
p2q+3pr-4g% >0,
zavrsili smo dokaz.
Kako, na osnovu T11: p®q+3pr >4q? vazi da je
p2q+3pr—4g% >0, tj.
dokazali smo
p* —4p2q+9pr=> pq+3pr-4q? >0,
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odakle slijedi (2), odnosno (1). Znak jednakosti vaZi ako je x=y=z= % .

ii) Data nejednakost ima oblik

9r+1>4q.
Na osnovu T1: p®-4pq+9r>0, posto je p =1, vrijedi
1-49+9r>0,
odnosno
9r+1>4q,

¢ime smo dokazali datu nejednakost. Znak jednakosti vaZi ako je x=y=z==.90

W]

Zadatak 4. Neka su x,y,z pozitivni realni brojevi. Dokazati nejednakost
1 1 1 9
Xy +YyZ +2X + + >
( )L(Xﬂ/)z (y+2z) (Z+X)ZJ 4
RjeSenje. Data nejednakost je ekvivalentna sa nejednako$cu
4(xy+ yz+zx)((z+x)2 (y+2)? +(x+y) (z+x)° +(x+y) (y+z)2)

>9(x+y) (y+2)* (z+x). 1)
Uvodenjem smjena

P=X+y+Z,q=Xy+YyZ+ZX, I =XyzZ
i na osnovu N5 i N7, nejednakost (1) postaje

2
4q((|o2 +q) —4|c>(|oq—r)j29(|oq—r)2
< 4p*q-17p%q? +49° +34pgr-9r2 >0

< 3pq(p° ~4pq-+9r)+q(p* ~5p*q-+49” +6pr)+r(pq—9r) 0.

Na osnovu T1, T2 i T3 i koriStenja ¢injenice da su p,q,r >0 dokazali smo
traZzenu nejednakost. Jednakost vrijedi ako je x=y=2z. 0

X Z IX
X,y =
X

Zadatak 5. Odrediti S od sume S= ako vrijedi xy,zeR i

min
X+y+z=1.
RjeSenje. Imamo
2,,2 2,2 2,2
LN Y2 X XYy 4
z Xy Xyz
AKko uvedemo smjenu p=x+y+z,q=Xy+yz+2zx i r=xyz, to na osnovu T7:

q? >3pr imamo da je q®> —2pr > pr

2
g _a=2er pr
r r

Posto je p=1, znacidaje S>1, .
27
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Smin =1 ako je x:y:z:%. 0
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