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INOVACIJE I REKONSTRUKCIJE
MATEMATICKIH SADRZAJA U FUNKCIJI
RAZBIJANJA FORMALIZMA U NASTAVI MATEMATIKE

dr Markovié¢ G. Doko!

Sazetak: Ovim radom su prikazane neke raritetne kombinovane poliformne primjene
inovacionih i istorijsko-rekonstruktivnih matematickih sadrzaja, kao primjeri katalizacionih
¢inilaca u funkciji aktiviziranja i dinamiziranja nastave matematike srednje Skole i razbijanja
formalizma u njoj

Kljucne rijefi: Geometrijski poliformizam, metodi¢ke inovacije, istorijsko-rekonstruktivni
elementi nastave i razbijanje formalizma.

INNOVATION AND RECONSTRUCTIONS OF MATHEMATICAL -
HISTORICAL SUBJECTS MATTER IN FUNCTION BREAKING
OF FORMALISM IN THE MATHEMATICS TEACHING

Summary: The paper deals with several rare and combined polyform applications of
innovative and historical-reconstuctive mathematical subjects matter, as catalist factors of
activating teaching mathematics in secondary school andovercoming any formal approach
and formulation of didactic polyform principle and understanding it in mathematics teaching.

Key words: Geometric polyformism, methodical innovations and historisal-reconstructive
elements in teaching.

1. Uvodne napomene

Razbijanje formalizma u nastavi matematike (geometrije) podrazumijeva
istovremeno dejstvo vise Cinilaca. Kada su u pitanju casovi uvjezbavanja gradiva,
onda je nesumnjivo jedan od najbitnijih faktora koji direktno uti¢u da nastava
postane zanimljivija, prihvatljivija i jasnija izbor zadataka i odgovarajucih razli¢itih
metodskih pristupa i eventualnih inovacija u okviru metodskog oblika rjeSavanja
zadataka.

Na tim c¢asovima pruzaju se velike moguénosti za realizovanje aktivnog
originalnog i kreativnog misljenja ucenika. U ovom radu izabrani su raritetni
primjeri poznati Istoriji geometrije. Tacnije, prikazano je pet primjera
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rekonstruktivnih 1 inovacionih pristupa, prilagodenih savremenoj nastavi
matematike, pri njihovom rjeSavanju u cilju indukovanja, tj. otvaranja "Carobnih
vrata" ucenicke originalnosti.

Dakle, ovaj rad je usmjeren na rjeSavanje geometrijskih zadataka i to onih koji po
Igoru Fjodorovi¢u Sariginu [(1937. — 2004. g) — matemati¢aru, metodiGaru nastave
matematike 1 naucniku, popularizatoru nauke, autoru Skolskih udZbenika iz
geometrije, predavacu na MGU] nastavu geometrije ¢ine geometrijskom, ¢ije glavne
instrumente predstavljaju lijepa slika, dobar zadatak i Zivi jezik. Umje$no izabrani
sadrzaji ne samo anticke, vec i istorije matematike svih epoha znac¢ajno osvjezavaju
i ¢ine interesantnijim ¢asove geometrije (matematike) osnovne i srednje Skole. Neke
od tih prica kao na primjer Arhimedov dokaz o povrsini sfere i sa danaSnje tacke
gledista su ispravni. Ukoliko bi ekshausti¢ki dokaz zamijenili primjenom grani¢nih
vrijednosti dobili bismo moderni Arhimedov dokaz te formule.

2. Raritetni primjeri rekonstruktivno istorijskih sadrZaja prikazanih
savremenim matemati¢kim jezikom

(1) Kako je Eratosten iz Sijene odredio obim Zemlje?
(2) Kako je Demokrit iz Abdere izveo dokaze formula za:
a) povrSinu kruga i b) zapreminu lopte?
(3) Ako je data jedinicna mjera konstruisati priblizno (sa najmanjom moguc¢om
apsolutnom greskom A_ <10~) Ludolfov broj 7 .
(4) Dokazati Arhimedovom metodom da je

povriina sfere P, = 4nR* .
zemljina
Toga 21.juna, prije 23 vijeka, Eratosten
(276. — 194. g.p.n.e) je primijetio u mjestu
Sijena koja se mnalazila juzno od
Aleksandrije na Nilu, da se sunceva
svijetlost ogleda u jednom bunaru. I
narednih godina organizovao je posmatranje
ove pojave istovremeno u Sijeni i sjevernijoj
Aleksandriji. Dok su u Sijeni suncevi zraci
padali okomito i ogledali se na dnu bunara
dotle je u Aleksandriji ugao koji su oni zaklapali sa normalom iznosio jedan
pedeseti dio punoga ugla. Da bi odredio obim zemlje, bilo je dovoljno odrediti
rastojanje izmedu Sijene i Aleksandrije. To rastojanje procijenjeno je na 5000
stadiona. Na osnovu toga dobijen je obim zemlje O = 50 - 5000 = 250.000 stadiona
(vidjeti sliku 1). Stadion je poploCana staza koja je stajala ispred antickih
amfiteatara, 1 stadion = 157m, pa je O =250.000 - 157 =39.250.000 = 39.250 km.

Slika 1

Jo§ su Vavilonci znali za povrSinu kruga i povrSinu i zapreminu prizme i
piramide. Za neke stvari nije bilo dokaza, a za neke nijesu imali formule. Demokrit i
sljedbenici njegovog atomizma bili su prvi koji su nas uvjerili u tacnost tih poznatih
drevnih formula. Pored toga oni su otkrili i dokazali niz obrazaca koji su bili
nepoznati Vaviloncima i Egipéanima. Demokrit iz Abdere (460. — 370.g.p.n.e) je
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posljednji veliki filozof prirode, koji je da bi otkrio i dokazao sve te matematicke
formule odstupio od tendencija koje su nakon Talesa (625. — 547. g.p.n.¢) i Pitagore
(570. — 500. g.p.n.e) postale dominantne u matematici. Zamisljajuéi tacku, liniju i
figure u ravni i prostoru kao materijalne objekte potCinjene atomistickim
hipotezama, nacinio je niz otkri¢a koja su bila nedostupna matemati¢arima njegovog
vremena. Ne zasnivajuci svoje dokaze na geometriji ve¢ na filozofiji atomistickog
ustrojstva svijeta on je doSao do obrazaca za obim i povrSinu kruga, povrsinu elipse,
povrsinu i zapreminu kupe, do odnosa zapremine lopte i povrSine njene grani¢ne
sfere. Matemati¢arima je bilo potrebno vise od 100 godina da unutar matematike
(geometrije) dokazu sva tvrdenja do kojih je doSao Demokrit. Tek ¢e Arhimed (287.
— 212 g.p.n.e) u prvoj polovini treceg vijeka p.n.e. zavrsiti taj posao. Skoro dva
milenijuma poslije Demokrita tragaju¢i za univerzalnom metodom u matematici
poznati italijanski matematiCar Bonaventura Kavaljeri (1598. — 1647) ¢e krenuti

njegovim tragom i otkriti cuveni princip.

1. Kada u srednjoj $koli (a i u osmogodisnjoj), govorimo
o Kavaljerijevom principu, imamo divnu priliku da
pokazemo neke Demokritove dokaze, na primjer: a)
Izvodenje formule za povrSinu kruga. Po njemu kruznica
je sastavljena od atoma, a atom ima neku duzinu. Zato on
razbija krug na ogroman broj trouglova. Obiljezimo
povrsinu jednog takvog si¢usSnog (atomistickog trougla sa
AP = 1rAs; O(r) — obim kruga polupre¢nika r, O(r) =

2 As. Sa P(r) obiljezavamo povrsinu kruga polupreénika r.
Atomistickim rezonovanjem, lako se uocava da je:

P(r)= ZAP = ;rZAs = %O(r). Ako uzmemo

acs

Slika 2.

jedini¢nu kruznicu, smanji¢e se samo malo duzina atoma. Po Talesovoj teoremi

imamo da je: £=%:>As=rAsl,pa je: O(r):ZAs:rZASI:rO(l).

As,

O(1) — je obim jedini¢nog kruga, O(1) = 27 (vidjeti sliku 2).

1 1 ,
P(V)IEVO(I‘)ZEI"ZO(I):I’ T (9(1‘)21‘(9(1):21‘7[

2

Piy=trom =tom x| M=Tem -

b) Izvodenje formule za izraCunavanje zapremine
lopte.

Po njemu lopta je sastavljena od atomistickih piramida
ili konusa, ¢iji se vrhovi poklapaju sa centrom lopte, a
visine su im jednake polupre¢niku lopte, tj. kada
n—>ow=h—>r . Zato on razbija loptu npr. na
ogroman broj takvih atomisti¢kih trostranih piramida.
Obiljezimo zapreminu jedne takve sicusne atomisticke

trostrane piramide sa AV, =1rAB,, sa P(r) — povr$inu
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sfere poluprecnika r, a sa V(r) — zapreminu lopte polupre¢nika r (vidjeti sliku 3).

Atomistickim rezonovanjem, i modernim poimanjem takvog postupka lako se uocava
da je:

A2 T N
P() =4’z = lim ZABi,
max AB; 0 =1
pa je

n n

V()= lim ZAVI.: lim z%rABizz lim Zn:ABi:

—>0
n—w i=1 n— i=1 3 " i=1
max AB; >0 max AB; -0 max AB; —0

4r’r

=§P(r) =§4r27r = kubnih jedinica

2. RjeSenje 1. Konstruis§imo proizvoljni kruZnicu K(O,r = 1). Neka je
1
OP = 0Q =1 poluprec¢nik te kruznice. KonstruiS$imo tacku A tako da je PA= 3

potom konstrui§imo tangentu na kruznicu K(O,r = 1) u tacki O i na njoj tatke B i

, a

C tako da je OB :%, a QC :% (vidi sliku 4). Neka je tacka D tafka presjeka

kruZnice K(B,BC ) i poluprave [AB) pri ¢emu je ¥ ABD =180°. Tada je

C

ER]

O_,;\_. m

Slika 4.

Q
B
Pl A 7 o 1

8

2 2
AD = AB+BD = (185] +(‘U +%:\/(l,875)2+(0,25)2+%:

= \/3,515625 40,0625 +1,25 = 4/3,578125 + 1,25 = 1,8915932 + 1,25 =
=3,1415932...~ &

A, =~3,1415932... — 3,1415926...

~ (0,0000006..., $to je i bio uslov zadatka. Dakle,
AD =1 .
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Rjesenje 2. 1882. godine Carl L.F von Lindeman (1852. — 1939.g) dokazuje

transcedentnost broja 7, nakon ¢ega su matematicari konacno uspjeli da dokazu da taj
broj nije moguce konstruisati sredstvima elementarne geometrije pomocu lenjira i

Sestara. Evo jo§ jedne priblizne konstrukcije iz 1685. godine ¢iji je autor Adam
Kochanski (1631. — 1700. g). Tacnost ove konstrukcije odstupa tek na cetvrtoj decimali.
Konstrui§imo kruznicu
K(S JF = l) jedini¢nog
polupre¢nika sa centrom u
S.U ta¢ki B konstrui§imo
tangentu na tu kruZnicu i na
njoj odredimo tacke P i Q,

tako da je xPSB=30° i
PO=3r=3
Iz trougla PBS

\/g' /P

dobijamo PB =1g30° = R Slika 5.
Kako je
ﬁ
BQ =3r - PB =3—-—, tada iz pravouglog AABQ (vidjeti sliku 5) imamo:
A0 =Y +(Br-PBY = |27+ 3—— 4+9- 2\B+f

= 1{@ ~3,1415333 = 7.

3. Veliki Arhimedov rezultat je
dokazivanje da je povrSina sfere

P = 47R* . Savremenim  jezikom

govore¢i povrSinu sfere Arhimed je
dobio kao grani¢nu vrijednost jednog
niza rotacionih povrsi. On upisuje u krug
pravilan poligon sa parnim brojem
strana 2n i rotira ga oko dijagonale toga
mnogougla koja je istovremeno i pre¢nik
toga kruga AG = 2R . Prema oznakama
sa slike 6 dobijaju se dvije kupe ABb i
GFf 1 niz zarubljenih kupa:

BbcC, CedD, ... ivazi
AB=BC=CD = ... =FG.
Prema obrascu za izraCunavanje
povrsine zarubljene kupe koju je izveo, Arhimed nalazi da je povrSina rotacionog

tijela:
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P=r-Bf-AB+7-(Bf+Cy)-BC+ ... +n-(Ee+F¢)-EF+n-F¢-FG=
=1-AB-2-Bf+2-Cy+ ... +2-Ec+2-F§)=m-AB-(Bb+Cc+ ... +Ee+Ff)=

AG-GB

=n-A4B =1-4G-GB - 7-2:R-2-R=47R’ , kada n—> , gdje

je n broj stranica polaznog mnogougla.

Da bi izracunao zbir u posljednjoj zagradi Arhimed je uocio paralelnost sljede¢ih
pravih (AB) || (bC) || (¢D) || ... | (fG), na osnovu &ega je dokazao jednakost
sljede¢ih naizmjeni¢nih uglova x ABb=x BbC=xbCc= ... =x FfG, koristeci
potom sli¢nost pravouglih trouglova

AABB ~ ABBK ~ AKCy ~ ... ~ ATF$ ~ A$fG ~ AABG , 4.

BB :PA=pb:BK =Cy :yK = ..... = f¢:9G =GB :BA, pa je sabiranjem
sljedecih jednacina
GB
BB =BA4-—
p=F BA
GB
B = BK -—
BB=p B4
GB
Cy =yK —
Y=V BA +
GB
= 0G - —
Jo =9 24
. BB+pBb+Cy+yc+ ... +Fp+¢f GB
AB + BK + Ky +vL + ..... +7T¢p+¢dG BA
- Bb+Cc+ ... +Ff GB
AG BA
= Bb+Cc+ ... +Ff=AG'GB
BA

Kada n—> o tada GB —> AG =2-R, tako smo dobili modernizovanu
verziju  Arhimedovog izvodenja Cuvene formule o povrSini sfere
P =m-AG-GB=4rR’, samo $to smo umjesto Eudoksove metode ekshaustike

upotrjebili direktnu grani¢nu vrijednost. Ova modernizovana verzija antickog dokaza
mogla bi da nade mjesto u svim srtednjoSkolskim udzbenicima matematike, §to bi uz
postoje¢e uobicajeno dokazivanje kao i ono KkoriS¢enjem integralnog racuna,

62



MAT-KOL, XIX(1)(2013) D.G.Markovi¢

predstavljala jo§ jedan primjer kombinovanog poliformizma u nastavi matematike
srednje Skole.
Medutim, moguce je da Arhimedovo izvodenje ove cudesne formule ima

sasvim drugaciji izgled. Evo primjera kako bi mogla izgledati jo$ jedna neobi¢na
rekonstrukcija toga algoritma. Posmatrajmo polusferu oko koje je opisano k-omotaca
pravilnih zarubljenih kupa, koje se dobijaju rotiranjem pravilnog poligona od
2(2k +1) strana oko ose (OQO,) sli¢no kao i u prethodnom primjeru vidi sliku 7,
gdje je k =3, pri ¢emu opstost izvodenja formule nije umanjena i dokazimo da je
ukupna povrSina svih tih omotaca konstantno jednaka P, = 2, tj. da je jednaka
povrsini polusfere bez obzira na broj k € N omotaca zarubljenih kupa.

Ocigledno je AD=DH=HS=SQ=Q0T=TU=UV kao 1 i to da su
BE, KL, NM respektivno jednake polovinama srednjih duzi homolognih trapeza

AVUD, DUTH i HTQS . Lako je uociti i sli¢nost parova pravouglih trouglova:
AOBE ~ADAC, AOKL~AHDG i AONM ~ASHI, jer su im i ostali
odgovarajuéi uglovi jednaki (kao uglovi sa normalnim kracima) pa iz tih sli¢nosti
respektivno imamo:

OB DA OK HD . ON SH
BE AC’ KL DG = NM HI
KL-HD=0OK-DG=r-h,, NM -SH =ON -HI =r-h,. S druge strane imamo
da je povrSina ova tri omotaca
P=M+M,+M,=2-n-(BE-DA+KL-HD+NM -SH)=2-n-(r-hy+r-h, +r-h;) =

=21 (b +hy+h)=2mrr=2m"

tj. BE-DA=O0B-AC=r-h,,

U opStem slu¢aju kada ima £ € N omotaca dobijamo:
P=M+M,+ .. M, =2 (r-hy Aoy o +r-h)=

=21 (h+hy+ e +h) =21

Dakle, povrsina
svih opisanih omotaca
zarubljenih kupa oko
polusfere konstantno

jejednaka P, = 2.

h,+h ,+h |

r

Kada prirodan broj

k— o, duzine
stranica pravilnog )
poligona koji generiSu Slika 7.

ove omotace tezi nuli.
Tacke S i Q se tada

podudaraju sa tatkom O, , a tatke A i V leZe na sferi, tj. 27" = }im P =—
-
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Ukupna povrsina beskona¢no mnogo omotaca
zarubljenih kupa tezi polovini povrSine sfere
polupre¢nika 7, pa je povriina sfere P =4m?, §to
je i trebalo dokazati.

Ove modernizovane verzije antickog dokaza
mogle bi da nadu mjesto u svim srednjoskolskim
udzbenicima matematike, S§to bi uz postojece
uobicajeno dokazivanje kao i ono koris¢enjem
integralnog racuna, predstavljala jo§ jedan primjer
kombinovanog poliformizma u nastavi matematike
srednje skole .

U nekim udzbenicima III razrerda srednjih Slika 8.
srucnih Skola 1 gimnazije prirodno-matematickog smjera moze se sresti sljedeca
varijanta izvodenja obrasca za izraCunavanje povrsine sfere:

,.,Neka je data lopta polupre¢nika R . Posmatrajmo loptu polupre¢nika R + A4, gdje

je h>0. Tjelo koje je izvan manje a unutar vece lopte, nazivamo sfernim slojem
(slika 8). Ako sa P ozna¢imo povrSinu sfere polupreénika R i ako je 4 veli¢ina
(broj) bliska nuli, tada je zapremina V sloja priblizno jednaka P-h, odnosno

%
povrsina P je priblizno jednaka koliéniku; .

Drugim rije¢ima, kada broj 4 tezi nuli tada Ay
V
kiliénik Z tezi povrSini sfere P. Kako je \
\

zapremina sloja jednaka razlici zapremina vece \
i manje lopte, to je | i

4 4 4 - I
V=2t R -2k = 2ok QR +3RR+H), o | R

3 3 3 /

4

pa imamo : = 47R* + 4nRh + gﬂhz. /
Za male vrednosti 4 poslednja dva sabirka na Slika 9.

desnoj strani poslednje jednakosti su takode bliski nuli, pa koli¢nik ; tezi broju

4rr*, §to je povrSina sfere. U IV razredu srednjih stru¢nih $kola i gimnazije
prirodno-matematickog smjera pruza se mogu¢nost da se primjenom odredenog
integrala odredi povrsina sfere polupre¢nika R. Podimo od jedini¢ne kruznice ¢ija je
jednagina x° + y2 =R*, . y= +yR* —x* &ji se centar nalazi u koordinantnom
pocetku i ¢iji je poluprec¢nik R.

Kad se cio luk kruznice iznad ose Ox obrée oko ose Ox on opisuje obrtnu povr$
koja se zove sfera ili povr$ lopte (slika 9). JednaCina kruznice iznad Ox ose u
eksplicitnom obliku je y =+ R* —x°.

Dalje je prvi izvod te funkcije:

64



MAT-KOL, XIX(1)(2013) D.G.Markovi¢

y :(m)‘_z(R x_)x2 _2 -2-x

PzZﬂjy-\/ )de 2nI\/R2—x 11+ R dx—

—2ﬂJVR2—x \/7x

=27‘L’R-[ —(~R)|=4R?x.

dx = 27rRde 271R[

Primjenom poznate formule za izraCunavanje povrSine obrtnog tijela dobija se
povrsina sfere P.

Ovim smo dokazali da je povrsina lopte polupre¢nika R: P = 4xR”.
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