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RAZNI DOKAZI JEDNE TEOREME
ZA PRAVILAN PETNAESTOUGAO

(Miscellaneous proofs of one theorem for the regular 15-gon)

Dragoljub MiloSevi¢ !

Sazetak. U radu je dato 11 dokaza jedne teoreme koja se odnosi na pravilan
petnaestougao.

Kljuéne refi: pravilni petnaestougao, dijagonale pravilnog petnaestougla,
jednakostranian trougao, paralelogram, jednakokraki trapez, Pitagorina i Ptolemejeva
teorema, Molvajdova formula, kosinusna teorema, kompleksni brojevi.

Abstract. In this paper we give eleven different proofs of one theorem for the regular
15-gon.

Key words and phrases: regular 15-gon, diagonals of regular 15-gon, equilateral
triangle, parallelogram, isosceles trapezoid, Pythagorean and Ptolemy’s theorem,
Mollweide’s formula, cosine law, complex numbers.
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Dokazivanje neke teoreme na vise na¢ina veoma lepo ilustruje bogatstvo ideja,
dosetki, inventivnosti i1 dosta doprinosi razvoju kvalitetnog razmisljanja i
matematicke intuicije. Ovaj Clanak smatramo poucnim i korisnim za mlade
matematicare i nastavnike koji rade sa nadarenim ucenicima.

Prikazano je 11 razli¢itih dokaza jedne teoreme koja se odnosi na pravilan
petnaestougao. U ovim dokazima koriS¢eno je mnoStvo Cinjenica iz geometrije
mnogougla, trigonometrije, kompleksne analize, itd. Re¢ je o sledecoj teoremi:

Teorema. U pravilnom petnaestouglu A A4, ... A, vazi jednakost
A A, + A4, = Ay 4.
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Slika 1.
Dokaz 1. Uvedimo slede¢e oznake: 4,4, =b, A4, =c,A,4, =g . Tada

navedena jednakost postaje

b+c=g. (%)
Tacku preseka dijagonala 4,4, i A;A4,, oznac¢imo sa B (slika 1). S obzirom da je
LAA B = £A,,A,B = 60° (periferijski nad tre¢inom kruZnice opisane oko datog
pravilnog 15-ougla) imamo £A4;BA4,=180"—-2-60°=60°, §to znati da je
A4 A B jednakostrani¢ni. Tada je AB=A,B=A44,=b, pa je
A,B= A,B=g—-b.Kako je LA,BA, = ZA,BA,, =60° (unakrsni) i A,B=A4,B,
zakljuCujemo da je i AA,A4,B jednakostrani¢ni. Zbog toga je A A4, = A,B, ili

¢ = g —b . Ova jednakost je ekvivalentna sa trazenom jednako$c¢u (*) .

Dokaz 2. Prave kojim pripadaju dijagonale A4,4;1 A;A4; seku se u tacki C
(slika 2). Uglovi £A4,A,C 1 £A,A,C su periferijski nad tre¢inom kruznice opisane
oko datog mnogougla, pa su jednaki 60°, 3to znaci da je AA4,CA, jednakostrani¢ni.

S obzirom da je pravilan 15-ougao osno simetri¢na figura, zaklju¢ujemo da su tacke
A, i A, odnosno A, i A simetricne u odnosu na osu s koja sadrzi teme A, i

srediste stranice A,,4,,. To znaci da je A4, Ls i 4,4, L s, paje A0A8||A3 A.
Budu¢i da je ZA,A,C = ZA,A,A, =60° (ostri uglovi sa paralelnim kracima) i
ZA,CA;=60°,  vproizlazi da je  AA4,CA;  jednakostranicni, 4.
A,C=A,C= 4,4, =b. Kako je A4, =c i A4, =g, u jednakostranicnom
trouglu 4,C4; je A,C = A,4;,1li c+b=g,tj. jednakost (*) vazi.
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Dokaz 3. Cetvorougao A,4,A4;4,, je jednakokraki trapez, jer A0A3||A13A5 i
AyAs = AyA, =b (slika 3). Na duzi 4,4, odredimo tacku D tako da A4,D|4, 4,;.
Tada je Cetvorougao A,A4,DA,, paralelogram, $to znaci da je 4,4, =A4,D=>b i
A;D =44, =c. Zbog toga je AD=g-c. Kako je AD=A,4,=b i
ZA,AD =60° (periferijski nad tre¢inom kruznice opisane oko pravilnog
petnaestougla), zakljucujemo da je A4, 4D jednakostrani¢ni. Otuda je

A A, =AD,llib=g—c,tj.b+c=g.

Slika 3
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Dokaz 4. Stranicu jednakostrani¢nog trougla A A4, obelezimo sa e.

Primenom Ptolemejeve teoreme na tetivni Cetvorougao A AsA.A4,, (slika 4),
dobijamo

A Ay - A Ay = AyAs - A Ay + A4y - A4y il g-e=e-b+e-c.
Odavde, posle deljenjasa e, sledi g =b +c ). (*) vazi.

Slika 4

Dokaz 5. Na dijagonali 4,4, odredimo tacku E tako da bude 4,E = 4 4, =c
(slika 5). Kako je £A, A E = 60° (periferijski nad tre¢inom kruZnice opisane oko
datog mnogougla) i A E = A4, , zakljuCujemo da je A4 A,E jednakostraniCni.
Tadaje A,E =ci LA,EA, =60°, paje

ZAEA, =180°-60°=120"1 4 E=g—c.
Budu¢i daje £A4,4,4, =60°i LA;AE =60°, imamo
LA, A, A4, =60° +60° =120°.
Trouglovi AyA;4,; 1 A;A(E su podudarni (pravilo SSU), $to znaci da je
A A, =AE llib=g-c,tj.b+c=g.
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Slika 5

Dokaz 6. Uvedimo slede¢e oznake: A4 =a, AA,=d,AA4d=e,
A A, =f i A,A, =g . Cetvorougao A,A4,A4,A4; je jednakokraki trapez, jer je
A A4, A5 i A4 = A,A; = a (slika 6). Nekaje A,F L A A;, F € 4,4;. Tada je

e—c . e+c
i1 AF =

. Primenom Pitagorine teoreme na pravougle trouglove

AF =
A, A F i A AF dobijamo

2 2
AF = | 8 G4 = 24,
2 2

2 2
d2 _ e+c _ az _ e—c¢
2 2 )
Posle kvadriranja i sredivanja odavde sledi

d’—a’ =ce. (1)
Dalje, cetvorougao A,A4;A4.A4,, je, takode, jednakokraki trapez. Neka je

AG LA, A, GeA,A. Tada je AMG:gz_e i A6G:g;e, pa je

a odavde je

2 2
A0G2 —a’- (g ; ej i AOG2 = f2 — (gij (Pitagorina teorema!),odakle je

fi-a’=ge. )

Na sli¢an nacin, iz jednakokrakog trapeza A,A;A,A,, imamo
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f?—d’ =be (3)
Ako od zbira jednakosti (3) i (1) oduzmemo jednakost (2) dobijamo
O=be+ce—ge/:e

= 0=b+c—g
= b+c=g, g ed

Slika 6

.. . a—+
Dokaz 7. Koristicemo Molvajdovu formulu = ,gdesua, b, ¢
C .
sin -

N PR

stranicei ¢, [, y odgovaraju¢i unutra$nji uglovi trougla ABC.

S obzirom da je £A,A,A; =36° (periferijski ugao nad petinom opisane kruznice
oko pravilnog petnaestougla) i £A,A,A, =24° (periferijski ugao nad dve
petnaestine te kruznice), imamo u AA A, As

ZA,4, A, =180° - (36° + 240) =120°. Primenom navedene formule (slika 7)

dobijamo

36°—24°
b+c 7, cos6’
- s @
e . 120 sin 60
smT
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Slika 7

Kakojeu A A,4,A;, e=2Rsin120° =2Rsin60° iu A 4,44,
g =2Rsin96° = 2Rsin84° (R — polupreénik opisane kruznice oko pravilnog 15-
. e 2Rsin60° sin60
ougla), imamo — = - S = =
g 2Rsin84" sin84

sin84° = sin(90° - 6°): cos6’, proizlazi

a odavde, zbog

e sin 60

)

E cos6’
b+c e cos6’ sin60° b+c
g . =1 =

Sada je =1 = b+c=g. g e d

e g sin60° cos6® g

Dokaz 8. Primenom kosinusne teoreme na trouglove A,A4,4; i A,A;A, (slika

8), dobijamo
A AZ = AAT + A, A7 —2 A A4, - A, A, - cos120° i
A A2 = AL + A A2 — 24,4, - A4, - cos60°,
o L. o 1
ili € =b"+c"+bc i € =b"+g" —bg (jer cosl20 =—E i cos60 =§).
Tada je
b’ +c* +bc=b"+ g’ —bg, odnosno bc +bg =g* —c*.
Odavde, zbog bc +bg = b(c + g) igi-c’= (g - c)(g + c), HPOH3IIa3H
b(c+g)=(g—c)(g+c)/:(c+g) = b=g-c = b+c=g, ged
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Slika 8

Dokaz 9. Kako je u trouglovima A 4,4, i A,A,A; (slika 7): b=2Rsin24°,
¢=2Rsin36° i g =2Rsin84°, postavljena jednakost (*) ekvivalentna je sa

sin24° +sin36° = sin 84°. (6)
Imamo redom:

84°—36° 84°+36°
cos 5 =

= 25in24°cos 60° = sin 24°, jer cos60° = %

sin84° —sin36° = 2sin

.
sin84° —sin36° =sin24° <> sin24° +sin36° =sin 84°,
tj. (6) vazi, pavazi i (*).

Dokaz 10. Neka je pravilan petnaestougao A 4,4, ... 4, v Gausovoj ravni

upisan u jedini¢nu kruznicu sa centrom u koordinatnom pocetku (slika 9). Tada su
brojevi

Z, =CO0S 2kz +isin 2km (k =0,1,2, ...,14)
15 15

afiksi tacaka 4, 4, 4,,..., 4, redom.
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Slika 9

Imamo AyA, — Ay A, = A A, — A, A, . Kako su vektori A A, i A,A; kolinearni i
istog smera te kako vazi 4,4, =|z, — z| i 4,4; =|z5—z,|,t0]e
Ay = Ay =|(z, = 2,) = (2 - 2, | =|e] —1- 2 + 2} =
e =)+ 1) = 1) (1) =
=[z2 1)z +1) = |2 1]

S obzirom dajez” —1=0, 10 je (215 —1)(2110 +2z +1):O. Zbog z, —1#0 imamo

z +1‘

2’ +2 +1=0, odnosno z, +1=—-z". Tada je ‘215 +l‘=‘—zlm‘=|z]|lo =1,paje
2 Jo
Ay = AAy = |27 =1 = |z, = 2| = Aydy il Ay + A Ay = Aydy ged
Dokaz 11. Trazena jednakost (*) sledi na osnovu Van Schoutenove teoreme

([1]). Naime, trougao A,4;4,, je jednakostrani¢ni (slika 4), pa na osnovu te

teoreme 1Imamo

A Ay, + AA = A A . b+c=g.

Napomena. Jednakost (*) moze se dokazati primenom: a) vektora, b) metode
koordinata.
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