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50 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.Ñóááîòèíïðîñòåéøèõ ïðèåìîâ èíòåãðèðîâàíèÿ � èíòåãðèðîâàíèå ñóììû �óíê-öèé, âûíåñåíèÿ ïîñòîÿííûõ çà çíàê èíòåãðàëà è èíòåãðèðîâàíèÿ ñëîæ-íûõ �óíêöèé ïðèåìîì ïîäíåñåíèÿ ïîä çíàê äè��åðåíöèàëà. Ñïîñîá ðå-øåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìèïðèâåäåí â íà÷àëüíîì ïóíêòå 1.1, ÷òî äåëàåò èçëîæåíèå ñòàòüè çàìêíó-òûì â ñåáå.1.1. �åøåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçäåëÿþùè-ìèñÿ ïåðåìåííûìè.Äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâ-íåíèå âèäà
F (x, y, y′) = 0. (1)Ôóíêöèÿ ϕ = ϕ(x) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-íèÿ (1) íà èíòåðâàëå I, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ I ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F (x, ϕ(x), ϕ′(x)) = 0. Êîðîòêî ãîâîðÿò: �óíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò äè�-�åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. �åøèòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå �ýòî çíà÷èò íàéòè âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðå-øåíèé çàäàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ îáùèì ðå-øåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.Íàïðèìåð, äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = f(x) îáùåå ðå-øåíèå ðåøåíèå äàåòñÿ �îðìóëîé y =

∫

f(x) dx.Äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìèíàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà (èëè ïðèâîäÿùååñÿ ê âèäó)
g(y)y′ = f(x). (2)Òåîðåìà. Îáùåå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) äàåòñÿ�îðìóëîé

∫

g(y) dy =

∫

f(x) dx. (3)Ýòà �îðìóëà çàäàåò y êàê �óíêöèþ îò x íåÿâíî. Åñëè óðàâíåíèå(3) ðåøèòü îòíîñèòåëüíî y, òî ïîëó÷èì ðåøåíèå ÿâíî.
⊳ Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàäî ïðîâåðèòü äâà �àêòà:



Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà II 511) êàæäàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó (3) íà íåêîòîðîìèíòåðâàëå I, åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) íà ýòîì èíòåðâàëå I;2) êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) íà èíòåðâàëå I åñòü �óíêöèÿ, óäî-âëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (3) íà ýòîì èíòåðâàëå I.1) Ïóñòü �óíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3) íà íåêîòîðîì èí-òåðâàëå I. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ I âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
∫

g(ϕ(x)) dϕ(x) =

∫

f(x) dx; ò. å.
∫

g(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫

f(x) dx.Äè��åðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî íà I, ïîëó÷àåì g(ϕ(x))ϕ′(x) = f(x), òàê÷òî �óíêöèÿ ϕ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) íà èíòåðâàëå I.2) Ïóñòü �óíêöèÿ ϕ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) íà èíòåðâàëå I.Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ I âûïîëíåíî ðàâåíñòâî g(ϕ(x))ϕ′(x) =

f(x), è ïîýòîìó ∫

g(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫

f(x) dx, ò. å. ∫

g(ϕ(x)) dϕ(x) =
∫

f(x) dx, òàê ÷òî �óíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3) íà I. ⊲1.2. Äèíàìèêà ðàçâèòèÿ áèîëîãè÷åñêîãî âèäà.�åøåíèå èùåì â äâóõ ñëó÷àÿõ.Ñëó÷àé 1. Íàéäåì äèíàìèêó ðàçâèòèÿ áèîëîãè÷åñêîãî âèäà, æè-âóùåãî â "èäåàëüíûõ" óñëîâèÿõ.Ñîñòîÿíèå ïîïóëÿöèè (â ïðîñòåéøåì ïîíèìàíèè � ñòàäà) ìîæíîîõàðàêòåðèçîâàòü áèîìàññîé m ýòîé ïîïóëÿöèè (ò. å. ìàññîé âñåãî ñòà-äà). Áèîìàññà åñòü �óíêöèÿ âðåìåíè: m = m(t), è ìû õîòèì íàéòèýòó íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ. Åå ïðîèçâîäíàÿ m′ õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòüðàçâèòèÿ (åñëè m′ > 0) èëè âûìèðàíèÿ (åñëè m′ < 0) ýòîé ïîïóëÿöèè.Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðèðîñò dm áèîìàññû ïðîïîðöèîíàëåí ïðîìåæóòêóâðåìåíè dt è áèîìàññå m ïîïóëÿöèè; ò. å. dm = km dt. Îòñþäà, ó÷èòû-âàÿ, ÷òî m′ = dm
dt

, ïîëó÷àåòñÿ äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äèíàìèêèïîïóëÿöèè
m′ = km. (4)



52 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.ÑóááîòèíÂîîáùå ãîâîðÿ, êîý��èöèåíò k > 0 òàêæå çàâèñèò è îò âðåìåíè, è îò
m. "Èäåàëüíûå óñëîâèÿ" ñóùåñòâîâàíèÿ ïîíèìàþò â òîì ñìûñëå, ÷òî çàâðåìÿ íàáëþäåíèÿ êîý��èöèåíò k ïîñòîÿíåí, ò. å. óñëîâèÿ æèçíè èçó-÷àåìîé ïîïóëÿöèè íå ìåíÿþòñÿ. Òîãäà óðàâíåíèå (4) åñòü óðàâíåíèå ñðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, è ìû íàõîäèì åãî îáùåå ðåøåíèå (ó÷è-òûâàÿ òî, ÷òî ïî ñìûñëó çàäà÷è m > 0): ∫

dm

m
= k

∫

dt, lnm = kt + Cè
m = Cekt. (5)Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C èìååò îïðå-äåëåííîå çíà÷åíèå. Åãî ìîæíî íàéòè òàê: â íà÷àëå, ò. å. ïðè t = 0, áûëàêàêàÿ-òî íà÷àëüíàÿ áèîìàññà m0. Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â �îðìóëó(5), ïîëó÷àåì m0 = Cek·0, îòêóäà C = m0, ïîñëå ÷åãî �îðìóëà (5) ïðè-íèìàåò âèä m = m0e

kt.Ìû ðåøèëè óðàâíåíèå (4) ïðè m > 0, èñõîäÿ èç ðåàëüíîãî ñìûñ-ëà ïåðåìåííîé m. Â îáùåì æå ñëó÷àå �îðìóëà (5) òîæå äàåò îáùååðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè �óíêöèÿ m = m(t) åñòüðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4), òî
(me−kt)′ = m′e−kt + me−kt(−k) = kme−kt − mke−kt = 0,è ïî ïðèçíàêó ïîñòîÿíñòâà �óíêöèè me−kt = C, ò. å. m = Cekt.Ñëó÷àé 2. Íàéäåì äèíàìèêó ïîïóëÿöèè ñ ó÷åòîì ñðåäû îáèòàíèÿ.Ïðîñòåéøàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: àðåàë îáèòà-íèÿ ïîïóëÿöèè îáåñïå÷èâàåò íîðìàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå äëÿ åå áèîìàñ-ñû è a åñòü õàðàêòåðèñòèêà ñðåäû îáèòàíèÿ. Åñëè áèîìàññà ïîïóëÿöèè

m < a, òî óñëîâèÿ æèçíè õîðîøèå � ïîïóëÿöèÿ ðàçâèâàåòñÿ, è ïîýòîìó
m′ > 0; åñëè m > a, òî óñëîâèÿ æèçíè ïîïóëÿöèè ïëîõèå � ïîïóëÿ-öèÿ âûìèðàåò, è ïîýòîìó m′ < 0. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4) ñ ó÷åòîìîòìå÷åííûõ �àêòîâ

m′ = −b(m − a)m. (6)Â îáùåì ñëó÷àå êîý��èöèåíò b > 0 è òîæå ïåðåìåííûé. Ìû ðàñ-ñìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé: b ïîñòîÿííî. Òîãäà äè��åðåíöèàëüíîå



Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà II 53óðàâíåíèå (6) åñòü óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè; åãî ðå-øåíèå èìååò âèä −
∫

dm

bm(m − a)
=

∫

dt, t = C− 1

ab
ln

∣

∣

∣

a

m
−1

∣

∣

∣
, ïîñêîëüêó

∫

dm

m(m − a)
=

∫

dm

m2(1 − a
m

)
=

∫

d( a
m

− 1)

a( a
m

− 1)
=

1

a
ln

∣

∣

∣

a

m
− 1

∣

∣

∣
+ C.Îòñþäà ìîæíî íàéòè m êàê �óíêöèþ âðåìåíè t, íî ìû íå áóäåìýòîãî äåëàòü, à áóäåì ñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè t îò àðãóìåíòà m. Ïðèýòîì äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ãðà�èê ïðè C = 0, ïîñêîëüêó îñòàëüíûåãðà�èêè ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè ïåðåíîñà ïàðàëëåëüíî îñè Ot íà ðàñ-ñòîÿíèå C. Ïðåæäå âñåãî âèäíî, ÷òî ïðè m = a �óíêöèÿ íå îïðåäåëåíàè ïðÿìàÿ m = a åñòü àñèìïòîòà. Èç óðàâíåíèÿ (6) âèäíî, ÷òî m′ > 0ïðè 0 < m < a; ò. å. �óíêöèÿ m(t) âîçðàñòàåò, à ïðè m > a ïðîèçâîäíàÿ

m′ < 0 è �óíêöèÿ m(t) óáûâàåò (ñì. ðèñ. 1).
m

t0

a

�èñ. 1.



54 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.ÑóááîòèíÏîëó÷åííûå êðèâûå äàþò ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå î ãðà�èêå �óíêöèè
m(t) � íèæíÿÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðè t = 0 áûëî m < a, à âåðõíÿÿ äëÿñëó÷àÿ, êîãäà ïðè t = 0 áûëî m > a.Çàìåòèì åùå, ÷òî m = a òîæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6). Ýòîðåøåíèå íå ïîëó÷àåòñÿ èç îáùåãî õîäà èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê êàê ìû äå-ëèëè íà m− a è ýòèì èñêëþ÷èëè ðåøåíèå m = a. Êðîìå òîãî, çäðàâûéñìûñë ïîäñêàçûâàåò, ÷òî äîëæíû íàáëþäàòüñÿ çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿîêîëî ïðÿìîé m = a. Ïðè íàøåì ðåøåíèè ýòîãî íå ïîëó÷èëîñü, ïîñêîëü-êó ñõåìà ïðîöåññà áûëà ñëèøêîì ãðóáîé. Ïðè áîëåå äåòàëüíîé ñõåìå ýòîêîëåáàòåëüíîå ÿâëåíèå ïîÿâëÿåòñÿ, íî çàòî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíå-íèå ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ñëîæíûì.1.3. Ïî÷åìó äëÿ êàæäîãî âèäà äåðåâüåâ, êóñòàðíèêîâ è òðàâåñòü ñâîé õàðàêòåðíûé (òèïè÷íûé) ðàçìåð?Îáîçíà÷èì ÷åðåç x âûñîòó äåðåâà. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t äåðåâî ðàñ-òåò; ò. å. åãî âûñîòà åñòü �óíêöèÿ âðåìåíè: x = x(t). ×òîáû íàéòè åå,ñîñòàâèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðà-æåíèé:1) îáúåì äåðåâà óâåëè÷èâàåòñÿ êàê ax3;2) ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ëèñòüåâ óâåëè÷èâàåòñÿ êàê bx2;3) ýíåðãèþ äåðåâî ïîëó÷àåò òîëüêî çà ñ÷åò �îòîñèíòåçà; ò. å. ïðî-ïîðöèîíàëüíî ïîâåðõíîñòè ëèñòüåâ, èëè êàê cx2;4) ïîëó÷åííàÿ ýíåðãèÿ ðàñõîäóåòñÿ íà: à) çàòðàòû ýíåðãèè íà �îòî-ñèíòåç hx2 (ïðè÷åì h < c); á) óâåëè÷åíèå îáúåìà r(x3)′ (÷åì áûñòðååðàñòåò, òåì áîëüøå ýíåðãèè íàäî, ïîýòîìó âçÿòà ïðîèçâîäíàÿ); â) ïåðå-íîñ âåùåñòâ èç ïî÷âû ïî âñåìó îáúåìó px4 (âåñü îáúåì ax3 è ïî âñåìóîáúåìó íàäî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèòü âåùåñòâî, ïîäíèìàÿ åãî íà âû-ñîòó x).Ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííóþ è èçðàñõîäîâàííóþ ýíåðãèþ, áóäåì èìåòüóðàâíåíèÿ: cx2 = hx2 + r(x3)′ + px4, cx2 = hx2 + 3rx2x′ + px4, c =
h + 3rx′ + px2, x′ = λ(ω2 − x2) (òàê êàê âñå êîý��èöèåíòû ïîëîæèòåëü-íû è c > h, òî λ =

p
3r

> 0 è ìîæíî ïîëîæèòü c − h
p = ω2, ω > 0).



Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà II 55Ïîëó÷èëîñü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-íûìè; åãî ðåøåíèå ∫

dx

λ(ω2 − x2)
=

∫

dt, îòêóäà t =
1

2λω
ln

∣

∣

∣

ω + x

ω − x

∣

∣

∣
+ C.Ïîñêîëüêó ðîñò äåðåâà íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ; ò. å. x = 0 ïðè t = 0,òî, ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â ðåøåíèå, íàõîäèì, ÷òî C = 0. Èòàê,

t =
1

2λω
ln

∣

∣

∣

ω + x

ω − x

∣

∣

∣
.Êàê è â ïóíêòå 1.2, íå áóäåì íàõîäèòü x(t), à ñðàçó ïîñòðîèì ãðà�èê.Ïðè ýòîì íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè 0 < x < ω ïðîèçâîäíàÿ x′ > 0(÷òî âèäíî èç äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ) è ïîýòîìó �óíêöèÿ x(t)âîçðàñòàåò. Ïðè x = ω �óíêöèÿ íå îïðåäåëåíà è ïðÿìàÿ x = ω åñòüàñèìïòîòà (ñì. ðèñ. 2). Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî �óíêöèÿ x(t) èìååòãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó, x(t) < ω ïðè ëþáîì t, è ω îïðåäåëÿåòñÿêîý��èöèåíòàìè c, h, r è p, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò äàííóþ ïîðîäóäåðåâà.

x

ω

O t�èñ. 2.



56 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.Ñóááîòèí�2. Óðàâíåíèå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè�àññìîòðèì õèìè÷åñêèé ïðîöåññ, ñîñòîÿùèé â ïðåâðàùåíèè âçàèìîäåé-ñòâóþùèõ âåùåñòâ A, B, . . . â âåùåñòâà M , N , . . .. Äëÿ îöåíêè êî-ëè÷åñòâà âåùåñòâà, ó÷àñòâóþùåãî â ðåàêöèè, åãî âûðàæàþò â ãðàìì-ìîëåêóëàõ èëè ìîëÿõ. Ìîëåì êàêîãî-ëèáî âåùåñòâà íàçûâàåòñÿ òàêîååãî âåñîâîå êîëè÷åñòâî, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ â ãðàììàõ ÷èñëîì, ðàâ-íûì åãî ìîëåêóëÿðíîìó âåñó. Â ìîëå ëþáîãî âåùåñòâà âñåãäà ñîäåðæèò-ñÿ îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî ìîëåêóë, íåçàâèñèìî îò âåùåñòâà.Åñëè ïðåäïîëîæèòü (ïåðâîå óñëîâèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ìî-äåëè ïðîöåññà), ÷òî âî âçàèìîäåéñòâèå âñòóïàþò íà êàæäóþ ìîëåêóëóîäíîãî âåùåñòâà ïî îäíîé ìîëåêóëå äðóãîãî, òî íà êàæäûé ìîëü îäíîãîïðèäåòñÿ îäèí ìîëü äðóãîãî. Ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè t îò íà÷àëà ðåàê-öèè îò êàæäîãî èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ âåùåñòâ âñòóïèò â ðåàêöèþ îäíîè òî æå êîëè÷åñòâî x ìîëåé. Ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ x îòíîñèòåëüíîâðåìåíè t; ò. å. ïðîèçâîäíàÿ dx
dt
, íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ õèìè÷åñêîé ðå-àêöèè.Ïóñòü â ïðîöåññå ó÷àñòâóþò äâà âåùåñòâà (ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü) Aè B, ïåðâîíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî êîòîðûõ (â ìîëÿõ) îáîçíà÷èì ÷åðåç aè b (ïðè ýòîì, ïóñòü, ñêàæåì, b > a). ×åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè t áó-äåì èìåòü êîëè÷åñòâî a− x âåùåñòâà A è êîëè÷åñòâî b− x âåùåñòâà B.Åñòåñòâåííî äîïóñòèòü (âòîðîå óñëîâèå äëÿ ìîäåëè), ÷òî ñêîðîñòüõèìè÷åñêîé ðåàêöèè â ìîìåíò t ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ ðåà-ãèðóþùèõ ìàññ; ò. å. ïðîèçâåäåíèþ êîëè÷åñòâó ðåàãåíòîâ, íå ïîäâåðã-øèõñÿ åùå ïðåâðàùåíèþ. Ýòî ïðèâîäèò ê òàêîìó äè��åðåíöèàëüíîìóóðàâíåíèþ

dx

dt
= k(a − x)(b − x) èëè dx

(a − x)(b − x)
= kdt, k > 0.
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∫

k dt =

∫

dx

(a − x)(b − x)
,

∫

k dt = kt + C1,

∫

dx

(a − x)(b − x)
=

=

∫

1

b − a

[ 1

a − x
− 1

b − x

]

dx =
1

b − a

∫

dx

a − x
− 1

b − a

∫

dx

b − x
=

= − 1

b − a

∫

d(a − x)

a − x
+

1

b − a

∫

d(b − x)

b − x
= − 1

b − a
ln(a−x)+

1

b − a
ln(b−x)+C2,îòêóäà

1

b − a
ln

a − x

b − x
= −kt + C. (7)Òàê êàê ïðè t = 0 ìû äîëæíû èìåòü x = 0, òî C = 1

b − a
ln a

b
. Ïîäñòàâ-ëÿÿ ýòî çíà÷åíèå C â �îðìóëó (7), ïîëó÷èì

ln
(a − x)b

(b − x)a
= −k(b − a)t, b − a > 0, k > 0,îòêóäà ëåãêî íàõîäèì, ÷òî
x = ab

1 − e−k(b−a)t

b − ae−k(b−a)t
. (8)Ïðè âîçðàñòàíèè t (t → +∞) ïîêàçàòåëüíîå âûðàæåíèå â (8) ñòðå-ìèòñÿ ê íóëþ, è x ñòðåìèòñÿ ê a; ÷åðåç êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíèâûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî x ïðàêòè÷åñêè óæå íå îò-ëè÷èòü îò a, è ðåàêöèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ.�3. Çåðêàëî äëÿ ïðîæåêòîðà3.1. Ïîêàæåì, ÷òî çåðêàëî äëÿ ïðîæåêòîðà ìîæíî áðàòü â âèäåïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè âðàùåíèè ïàðàáîëû y = ax2 âîêðóãîñè Oy. Ïðè ýòîì òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà íàäî ïîìåñòèòü â òî÷êå

F
(

0, 1
4a

), íàçûâàåìîé �îêóñîì ïàðàáîëû.Ê ïàðàáîëå y = ax2 (a > 0) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå M ïðîâåäåìêàñàòåëüíóþ MT , âîçüìåì òî÷êó F
(

0, 1
4a

) (ñì. ðèñ. 3) è äîêàæåì, ÷òîèç ðàâåíñòâà ∠FMP = ∠NMT ñëåäóåò, ÷òî MN ‖ Oy.
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�èñ. 3.
⊳ Òî÷êà M(xM , yM ) ëåæèò íà ïàðàáîëå è ïîýòîìó yM = ax2

M .Íàïèøåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé MT : y − yM = 2axM (x − xM ) èëè
y = 2axMx − yM . Ñëåäîâàòåëüíî, îðäèíàòà òî÷êè P ðàâíà −yM è
FP = yM + 1

4a . Ïîêàæåì, ÷òî FP = FM , ò. å. ÷òî △FPM �ðàâíî-áåäðåííûé. Äåéñòâèòåëüíî,
FM =

√

x2
M +

(

yM − 1

4a

)2
=

√

yM

a
+ y2

M − yM

2a
+

( 1

4a

)2
=

=

√

y2
M +

yM

2a
+

( 1

4a

)2
= yM +

1

4a
.Íî òîãäà ∠FPM = ∠FMP (óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðå-óãîëüíèêà ðàâíû) è ∠NMT = ∠FMP ïî óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

∠NMT = ∠FPM , è ïîýòîìó MN ‖ Oy, òàê êàê ðàâíû ñîîòâåòñòâó-þùèå óãëû. ⊲3.2. Êàêîãî âèäà ìîæåò áûòü çåðêàëî ó ïðîæåêòîðà?Â ïóíêòå 3.1 ïîêàçàíî, ÷òî çåðêàëî ó ïðîæåêòîðà ìîæåò áûòü ïî-âåðõíîñòü, ïîëó÷åííàÿ ïðè âðàùåíèè ïàðàáîëû âîêðóã åå îñè ñèììåò-



Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà II 59ðèè. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà ïðè ýòîì íàäî ïîìåñòèòü â �îêóñå ïà-ðàáîëû � òîãäà îòðàæåííûå ëó÷è ïîéäóò ïàðàëëåëüíî îñè ñèììåòðèè.Ïîêàæåì, ÷òî òîëüêî ïàðàáîëà ãîäèòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ çåðêàëà ïðîæåê-òîðà (êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ).

�èñ. 4.
⊳ Èòàê, èùåòñÿ òàêàÿ �óíêöèÿ f(x) ïðè x > 0, ÷òîáû ïðè âðà-ùåíèè åå ãðà�èêà âîêðóã îñè îðäèíàò ïîëó÷èëîñü çåðêàëî ïðîæåêòî-ðà, ó êîòîðîãî òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäè-íàò, òî÷êå O. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ëþáîé òî÷êå

M(x, f(x)) ãðà�èêà �óíêöèè f âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (ñì.ðèñ. 4): ∠OMP = ∠NMT è MN ‖ Oy. Òîãäà α = ∠OPM = ∠NMT (êàêñîîòâåòñòâåííûå óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ) è ∠MOy = 2α (êàê âíåøíèé
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y′ = f ′(x) = tg

(π

2
− α

)

= ctg α, tg ∠MOy = tg 2α =
x

y(ãäå y = f(x)). Ïîýòîìó
x

y
= tg 2α =

2 tg α

1 − tg2 α
=

2 · 1
y′

1 −
(

1
y′

)2 =
2y′

(y′)2 − 1
;ò. å. (y′)2 − 2

y
xy′ − 1 = 0, îòêóäà y′ = +

y
x ±

√

(y
x

)2
+ 1.Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îòðàæåííûå ëó÷è øëè â ïîëîæèòåëüíîìíàïðàâëåíèè îñè îðäèíàò, òî y′ > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

y′ =
y

x
+

√

(y

x

)2
+ 1.Ïîëàãàÿ y = xu, u = u(x), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ u+xu′ = u+

√
u2 + 1,èëè u′√

u2 + 1
= 1

x ; ò. å. ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.Åãî ðåøåíèå:
∫

du√
u2 + 1

=

∫

dx

x
, ln(u+

√

u2 + 1) = ln x+lnC1, u+
√

u2 + 1 = C1x,îòêóäà
u −

√

u2 + 1 = − 1

u +
√

u2 + 1
= − 1

C1xè
u =

1

2

(

C1x − 1

C1x

)

, u = Cx − 1

4Cx
, y = Cx2 − 1

4C
.Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîëþáûõ ïàðàáîë y = Cx2 − 1

4C , C 6= 0�ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, äëÿêîòîðûõ íà÷àëî êîîðäèíàò � �îêóñ. ⊲



Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà II 61�4. Ïàäåíèå òåëà â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå èãèïåðáîëè÷åñêèå �óíêöèè4.1. Ïàäåíèå òåëà â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå.Êîãäà òåëî ïàäàåò â ïóñòîòå, òî óñêîðåíèå äâèæåíèÿ åñòü âåëè÷èíà ïî-ñòîÿííàÿ; åñëè æå ïàäåíèå ïðîèñõîäèò â íåêîòîðîé ñðåäå, òî òåëî èñ-ïûòûâàåò ñîïðîòèâëåíèå, âåëè÷èíà êîòîðîãî, êàê óñòàíîâëåíî îïûòîì,ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè. Ýòî çíà-÷èò, ÷òî åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t ñêîðîñòü ðàâíà v, òî ñîïðîòèâëåíèåñðåäû ðàâíî kv2, ãäå k > 0�íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òàêèì îáðàçîì, âìîìåíò t òåëî íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì äâóõ ñèë: òÿæåñòè è ñîïðîòèâ-ëåíèÿ ñðåäû.Ñèëà òÿæåñòè ðàâíà mg, ãäå m ìàññà òåëà; ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿñðåäû íàïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ äâèæåíèþ, è ðàâíà,êàê ñêàçàíî, kv2. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòèðóþùàÿ ýòèõ äâóõ ñèë ðàâ-íà mg − kv2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåëè÷èíà ñèëû, äåéñòâóþùåé íà òåëî,ïðîïîðöèîíàëüíà óñêîðåíèþ äâèæåíèÿ j è ðàâíà mj.Èòàê, èìååì ðàâåíñòâî
mj = mg − kv2. (9)Åñëè äëèíà ïóòè, ñ÷èòàÿ îò íà÷àëà îòñ÷åòà ïóòè, ðàâíà s, òî v = ds

dt
,è ïðè ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè j = d2s

dt2
. �àâåíñòâî (9) ïðèíèìàåò âèä

md2s
dt2

= mg − k
(ds
dt

)2 èëè
ms′′ = mg − k(s′)2. (10)Áóäåì ðåøàòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (10); ò. å. íàõîäèòü çà-êîí äâèæåíèÿ s = s(t), â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, êîãäàâ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 òåëî íàõîäèëîñü â íà÷àëå îòñ÷åòàïóòè s = 0 è ñòàëî ïàäàòü ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé íóëþ: s = 0,

v = 0 ïðè t = 0.
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⊳ Òàê êàê s′ = v, òî s′′ = dv

dt
= dv

ds
· ds

dt
= dv

ds
· v è óðàâíåíèå (10)ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

m
dv

ds
v = mg − kv2èëè

mv dv

mg − kv2
= ds,îòêóäà

∫

mv dv

mg − kv2
+ C =

∫

dsèëè
−m

2k
ln |mg − kv2| + C = s. (11)Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (11) s = 0 è v = 0, íàéäåì C:

−m

2k
ln mg + C = 0, C =

m

2k
ln mg.Òåïåðü èìååì

−m

2k
ln |mg − kv2| + m

2k
ln mg = s,èëè

s =
m

2k
ln

∣

∣

∣

mg

mg − kv2

∣

∣

∣
.Òàê êàê v = s′, òî

s =
m

2k
ln

∣

∣

∣

mg

mg − ks′2

∣

∣

∣
,è ñíîâà èìååì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðîåïåðåïèøåì â âèäå

ln
∣

∣

∣

mg

mg − ks′2

∣

∣

∣
=

2k

m
s.Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (10), mg − ks′2 = ms′′. Òàê êàê òåëî ïàäàåò, òî

ms′′ > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, mg − ks′2 > 0, mg
mg − ks′2

> 0, òàê ÷òî
mg

mg − ks′2
= exp

(2k

m
s
)

.
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mg = exp
(

−2k
m s

) è
s′ = ± 1√

k

√

mg
[

1 − exp
(

−2k

m
s
)]

.Òàê êàê s åñòü âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ àðãóìåíòà t, òî s′ > 0, è ïîýòîìóïåðåä êîðíåì áåðåì çíàê ïëþñ:
ds

dt
=

√

mg

k

√

1 − exp
(

−2k

m
s
)

.�àçäåëèâ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì
ds

√

1 − exp
(

−2k

m
s
)

=

√

mg

k
dt,îòêóäà

∫

ds
√

1 − exp
(

−2k

m
s
)

=

√

mg

k
t + C. (12)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè (12) ïîëîæèì exp

( k
ms

)

= z,
k
m exp

( k
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)

ds = dz, ds = m
k
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− k
ms

)

dz = m
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z , è ïîëó÷èì

∫
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=
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∫
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√
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dz√
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k
ln(z +

√
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(
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√
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)
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)

.Òåïåðü, ñîãëàñíî (12), èìååì
m

k
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)

+

√

exp
(2k
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s
)

− 1
)

=

√

mg

k
t + C.
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C = 0. Èòàê, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) èìååò âèä

m
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ln

(

exp
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s
)

+

√

exp
(2k

m
s
)

− 1
)

=

√

mg

k
t,èëè

exp
( k

m
s
)

+

√

exp
(2k

m
s
)

− 1 = exp
(

√

kg

m
t
)

. (13)Âûðàæåíèå (13) ðàâíîñèëüíî âûðàæåíèþ
1

exp
( k

m
s
)

+

√

exp
(2k

m
s
)

− 1

= exp
(

−
√

kg

m
t
)èëè, óíè÷òîæàÿ èððàöèîíàëüíîñòü â çíàìåíàòåëå åãî ëåâîé ÷àñòè,

exp
( k

m
s
)

−
√

exp
(2k

m
s
)

− 1 = exp
(

−
√

kg

m
t
)

. (14)Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî �îðìóëû (13) è (14), ïîëó÷èì
exp

( k

m
s
)

=
1

2

[

exp
(

√
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m
t
)

+ exp
(

−
√

kg

m
t
)]è, îêîí÷àòåëüíî,

s =
m

k
ln

exp
(

√
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m
t
)

+ exp
(

−
√

kg

m
t
)

2
; (15)ýòî è åñòü çàêîí äâèæåíèÿ ïàäàþùåãî òåëà.Ôîðìóëó (15) ìîæíî çàïèñàòü â êîìïàêòíîì âèäå, åñëè âîñïîëü-çîâàòüñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè �óíêöèÿìè, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êîòîðûõðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ïóíêòå 4.2.



Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà II 654.2. �èïåðáîëè÷åñêèå �óíêöèè.�èïåðáîëè÷åñêèì ñèíóñîì (sinus hyperbolius èëè, â ñîêðàùåííîì îáî-çíà÷åíèè, sh) è ãèïåðáîëè÷åñêèì êîñèíóñîì (osinus hyperbolius � h)íàçûâàþò �óíêöèè, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè (ñì. [2℄)
sh x =

ex − e−x

2
, ch x =

ex + e−x

2
, x ∈ (−∞,+∞). (16)

Èç îïðåäåëåíèÿ (16) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ shx íå÷åò-íàÿ è sh 0 = 0, à �óíêöèÿ ch x ÷åòíàÿ è ch x > 1, à òàêæå ÷òî
lim

x→−∞
shx = −∞, lim

x→+∞
sh x = +∞ è lim

x→±∞
ch x = +∞. Èõ ïðîèçâîä-íûå

sh′ x = ch x è ch′ x = sh x, x ∈ (−∞,+∞) (17)
è, ñëåäîâàòåëüíî, îáå �óíêöèè áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìû íà
(−∞,+∞), �óíêöèÿ sh x ñòðîãî âîçðàñòàåò íà (−∞,+∞), à �óíê-öèÿ ch x ñòðîãî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (0,+∞) è ñòðîãî óáûâàåò íà
(−∞, 0). �ðà�èêè �óíêöèé sh x è ch x èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.
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y = ch x

y = sh x

O

1

x

y

y = cth x

y = th x

O

1

−1

y = cth x

x

y

�èñ. 5. �èñ. 5′.Ïî àíàëîãèè ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè, îòíîøåíèÿ sh x
ch x

=

th x è ch x
sh x

= cth x íàçûâàþò ãèïåðáîëè÷åñêèì òàíãåíñîì è ãèïåðáîëè-÷åñêèì êîòàíãåíñîì (ñì. [2℄); ãðà�èêè ýòèõ �óíêöèé èçîáðàæåíû íàðèñ. 5′, è, â ÷àñòíîñòè, | th x| < 1, x ∈ (−∞,+∞). Íà ýòîì àíàëîãèè ñòðèãîíîìåòðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè íå çàêàí÷èâàþòñÿ. Èç �îðìóëû (16)íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ãèïåðáîëè÷åñêîå òîæäåñòâî
ch2 x − sh2 x = 1, x ∈ (−∞,+∞), (18)íà îñíîâàíèè êîòîðîãî è �îðìóë (17), â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðî-
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th′ x =

1

ch2 x
, x ∈ (−∞,+∞), è cth′ x = − 1

sh2 x
, x 6= 0.Äðóãèì ñëåäñòâèåì �îðìóë (16) è (18) ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ:

sh 2x = 2 sh x ch x, ch 2x = ch2 x + sh2 x, x ∈ (−∞,+∞).Òîæäåñòâî (18) îáúÿñíÿåò íàçâàíèå "ãèïåðáîëè÷åñêèé" äëÿ �óíêöèé shè ch. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì àðãóìåíòû ó ýòèõ �óíêöèé ñèìâîëîì ϕ: sh ϕè ch ϕ, ϕ ∈ (−∞,+∞). Òîæäåñòâî (18) ïðèíèìàåò âèä
ch2 ϕ − sh2 ϕ = 1, ϕ ∈ (−∞,+∞). (18′)Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ x = ch ϕ è y = shϕ, òî �îðìóëà (18′) çàïè-øåòñÿ â âèäå

x2 − y2 = 1. (19)Óðàâíåíèå (19) çàäàåò ðàâíîñòîðîííþþ ãèïåðáîëó ñ ïîëóîñÿìè, ðàâíû-ìè åäèíèöå, à ãèïåðáîëè÷åñêèå �óíêöèè x = ch ϕ è y = sh ϕ ÿâëÿþò-ñÿ àáñöèññîé è îðäèíàòîé òî÷åê ðàâíîáî÷íîé ãèïåðáîëû (19), ïîäîáíîòîìó, êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè cos ϕ è sinϕ ìîæíî ðàññìàò-ðèâàòü êàê êîîðäèíàòû òî÷åê íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (âîòïî÷åìó ýòè �óíêöèè íàçûâàþò êðóãîâûìè).Áîëåå äåòàëüíîå èçó÷åíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé (â ÷àñòíîñòè,âûÿñíåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ïàðàìåòðà ϕ) òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿäîñòàòî÷íî ãëóáîêèõ çíàíèé èç èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, âûõîäÿùèõçà �îðìàò ýòîé ñòàòüè.4.3. Ïðèëîæåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óêíöèé ê çàäà÷å ñâî-áîäíîãî ïàäåíèÿ òåëà â ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå.Íà îñíîâàíèè �îðìóë (16) çàïèøåì çàêîí äâèæåíèÿ (15) ïàäàþùåãîòåëà â âèäå
s =

m

k
ln ch

(

√

kg

m
t
)

. (20)



68 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.ÑóááîòèíÔîðìóëà (20) èíòåðåñíà íå òîëüêî ñâîèì êîìïàêòíûì âèäîì, íî ïîëåçíàè ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Íàïðèìåð, îíà ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîêàçàòü,÷òî ñ óâåëè÷åíèåì t ñêîðîñòü äâèæåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, îñòàâàÿñü, îä-íàêî, âñåãäà ìåíüøå çíà÷åíèÿ √

mg
k
.

⊳ Ñîãëàñíî (20) è �îðìóëàì (17), ñêîðîñòü
v = s′ =

m

k

√

kg

m

1

ch
(

√

kg

m
t
)

· sh
(

√

kg

m
t
)

=

√

mg

k
th

(

√

kg

m
t
)

ðàñòåò ïðè t → +∞, íî âñåãäà v <
√

mg
k
, òàê êàê th

(

√

kg
m t

)

< 1 äëÿâñåõ t ∈ (0,+∞). ⊲Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.Ñóááîòèí. Íåêîòîðûå ïðèëîæå-íèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ê çàäà÷àì åñòåñòâîçíàíèÿ I.[2℄ V. I.Gavrilov, �Zarko Pavi�evi�. Matemati�ka Analiza I.


