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26 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.ÑóááîòèíÍóæíî îòìåòèòü, ÷òî è ñîäåðæàíèå îáåèõ ÷àñòåé ñòàòüè, è ñïîñîá åãîèçëîæåíèÿ ïîëíîñòüþ ïîíÿòíû íå òîëüêî ñòóäåíòàì-ïåðâîêóðñíèêàìâñåõ åñòåñòâåííûõ è òåõíè÷åñêèõ �àêóëüòåòîâ óíèâåðñèòåòîâ, íî èïðèëåæíûì øêîëüíèêàì ñòàðøèõ êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû, èíòåðå-ñóþùèìñÿ åñòåñòâåííûìè íàóêàìè. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåìûé ìàòåðè-àë ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè è äèñöèïëèíåñòåñòâåííî-íàó÷íîãî öèêëà êàê ñîòðóäíèêàìè âûñøåé øêîëû, òàê èó÷èòåëÿìè ñòàðøèõ êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû.Ñèìâîëû ⊳ è ⊲ îáîçíà÷àþò íà÷àëî è êîíåö äîêàçàòåëüñòâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: çàêîíû îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà,ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð, çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ, èçìåíåíèå ïîïó-ëÿöèè ñîñóùåñòâóþùèõ âèäîâ.The idea of writing of present paper was evolved during a preparation ofnew edition of textbook [1℄. It was deided to ollet a number of examplesin physis, hemistry and biology that use di�erential alulus of funtionsof one real variable. The seond part of paper supposes to ollet problemsrequiring the use of integral alulus. Symbols ⊳ and ⊲ denote a beginand end of proofs.AMS Mathematis Subjet Classi�ation (2010): 97I40Key words and phrases : law of re�etion and de�etion of light, harmoniosillations, deaying osillations, population of o-existing speies.�1. Çàêîíû îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ ñâåòàÂ ýòîì ïàðàãðà�å îáúÿñíÿþòñÿ çàêîíû îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿñâåòà, èñõîäÿ èç ïðèíöèïà �þéãåíñà � ïóòü ñâåòà òàêîâ, ÷òî ñâåò íàíåãî çàòðà÷èâàåò ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.1.1. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé.�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à: òî÷êà äâèæåòñÿ èç ïîëîæåíèÿ P â ïîëîæå-íèå Q (ñì. ðèñ. 1) òàêèì îáðàçîì, ÷òî åå ñêîðîñòè â íèæíåé è âåðõíåéïîëóïëîñêîñòÿõ ïîñòîÿííû è ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, v1 è v2. Ñïðàøè-âàåòñÿ, êàêîé äîëæíà áûòü òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè, ÷òîáû íà âåñüïóòü çàòðàòèòü íàèìåíüøåå âðåìÿ?
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�èñ. 1.
⊳ ßñíî, ÷òî åñëè v1 = v2, òî èñêîìàÿ òðàåêòîðèÿ åñòü ïðÿìàÿ PQ.Åñëè æå v1 6= v2, òî åþ áóäåò ëîìàíàÿ PMQ è ïîëîæåíèå òî÷êè M íàäîîïðåäåëèòü òàê, ÷òîáû íà âåñü ïóòü PMQ áûëî ïîòðà÷åíî íàèìåíüøååâðåìÿ.Ïóñòü PA ⊥ AB è PA = a, QB ⊥ AB è QB = b, à AB = l è AM = x.Òîãäà âðåìÿ t, çàòðà÷åííîå íà ïóòü PMQ, çàäàåòñÿ �îðìóëîé

t =
PM

v1
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QM

v2
=

√
a2 + x2

v1
+

√

b2 + (l − x)2

v2è t åñòü �óíêöèÿ îò x. Íàäî íàéòè ìèíèìóì ýòîé �óíêöèè.Â òî÷êå ìèíèìóìà ïðîèçâîäíàÿ t′x äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü (òåî-ðåìà Ôåðìà) è
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√
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√
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.Èç ÷åðòåæà âèäíî, ÷òî
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28 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.Ñóááîòèíãäå α = ∠APM , β = ∠MQB, è ïîýòîìó â òî÷êå ìèíèìóìà äîëæíîâûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
sin α

sin β
=

v1

v2
. (1)Ýòî ðàâåíñòâî, êàê ëåãêî âèäåòü, åñòü èçâåñòíûé èç �èçèêè çàêîí ïðå-ëîìëåíèÿ ñâåòà, ïîñêîëüêó íà ðèñ. 1 ïóíêòèð â òî÷êå M ïåðïåíäèêóëÿ-ðåí AB è α � óãîë ïàäåíèÿ, β � óãîë ïðåëîìëåíèÿ.Òàêèì æå ñïîñîáîì ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à, êîãäà èñõîäíûåïóíêòû P è Q ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè (ñêàæåì, â âåðõíåé), òî÷êàäâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v èç P â Q, ïðîõîäÿ ÷åðåç íåêîòîðóþòî÷êó M íà ïðÿìîé AB, è òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ïîëîæåíèå òî÷êè Míà AB, ÷òîáû íà âåñü ïóòü PMQ áûëî çàòðà÷åíî íàèìåíüøåå âðåìÿ.Îòâåò îïÿòü ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íîé �îðìóëå (1), â êîòîðîé v1 =

v2 = v, òàê ÷òî ñèíóñû óãëîâ ïàäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ñâåòà îêàçûâàþòñÿðàâíûìè, ÷òî îáîñíîâûâàåò çàêîí îòðàæåíèÿ ñâåòà.1.2. Îáùèé ñëó÷àé.Ïóñòü ãðà�èê ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèè f , èìåþùåé âñþäó ïðîèç-âîäíóþ, ðàçáèâàåò ïåðâóþ ÷åòâåðòü êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íà äâå ÷à-ñòè � "âåðõíþþ" è "íèæíþþ" (ðèñ. 2). Òî÷êà äâèæåòñÿ èç íà÷àëà êîîð-äèíàò (îíî íàõîäèòñÿ â íèæíåé ÷àñòè) â òî÷êó Q(a, b), ïðèíàäëåæàùóþ"âåðõíåé" ÷àñòè. Ïðè ýòîì â "íèæíåé" ÷àñòè åå ñêîðîñòü ïîñòîÿííà èðàâíà v1, à â "âåðõíåé" ÷àñòè åå ñêîðîñòü ðàâíà v2 è òîæå ïîñòîÿííà(v1 6= v2). Ïî êàêîìó çàêîíó äîëæíà äâèãàòüñÿ òî÷êà, ÷òîáû íà âåñüïóòü çàòðàòèòü ìèíèìóì âðåìåíè?
⊳ Ïóòü òî÷êè åñòü ëîìàíàÿ OMQ, ãäå ïîëîæåíèå òî÷êè M(x, f(x))îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî íà ïóòü OMQ çàòðà÷èâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.Çàïèøåì âðåìÿ t, çàòðà÷åííîå òî÷êîé íà ïóòü:

t =
OM

v1
+

MQ

v2
=

√

x2 + f2(x)

v1
+

√

(x − a)2 + (f(x) − b)2

v2
. (2)Ìû ïîëó÷èëè �óíêöèþ t îò x � àáñöèññû òî÷êè M . Íàñ èíòåðåñóåòìèíèìóì ýòîé �óíêöèè.
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�èñ. 2.Òàê êàê �óíêöèÿ f âñþäó èìååò ïðîèçâîäíóþ, òî ìèíèìóì �óíêöèè(2) ìîæåò áûòü òîëüêî â òîé òî÷êå, ãäå ïðîèçâîäíàÿ t′x = 0 (òåîðåìàÔåðìà):
t′x =

x + f(x)f ′(x)

v1

√

x2 + f2(x)
+

x − a + (f(x) − b)f ′(x)

v2

√

(x − a)2 + (f(x) − b)2
= 0. (3)Íà ðèñ. 2 ïðÿìàÿ MT åñòü êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó �óíêöèè f â òî÷êåêàñàíèÿ M è ϕ åñòü óãîë åå íàêëîíà ê îñè Ox, òàê ÷òî tg ϕ = f ′(x).Äàëåå, ïðÿìàÿ PMN ïåðïåíäèêóëÿðíà êàñàòåëüíîé MT , à ïðÿìàÿ MLïàðàëëåëüíà îñè Ox. Òîãäà

sin γ =
f(x)

OM
, cos γ =

x

OM
, cos θ =

a − x

MQ
, sin θ =

b − f(x)

MQè �îðìóëó (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
1

v1
(cos γ + sin γ tg ϕ) − 1

v2
(cos θ + sin θ tg ϕ) = 0,



30 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.Ñóááîòèíîòêóäà ïîñëå óìíîæåíèÿ íà cos ϕ ïîëó÷àåì
1

v1
(cos γ cos ϕ + sin γ sin ϕ) − 1

v2
(cos θ cos ϕ + sin θ sin ϕ) = 0,ò. å.

cos(ϕ − γ)

cos(ϕ − θ)
=

v1

v2
. (4)Óãîë ϕ � âíåøíèé óãîë äëÿ △OMT è ïîýòîìó ϕ = γ + α + π

2 , îòêóäà
ϕ − γ = α + π

2 è
cos(ϕ − γ) = cos

(

α +
π

2

)

= − sin α. (5)Êðîìå òîãî, óãîë ϕ � âíåøíèé äëÿ △NMT è ïîýòîìó ∠MNT = ϕ− π
2 .Íî ∠MNT = ∠PML, êàê ñîîòâåòñòâåííûå óãëû, è ïîýòîìó θ + β =

∠PML = ∠MNT = ϕ − π
2 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ − θ = β + π

2 è
cos(ϕ − θ) = cos

(

β +
π

2

)

= − sinβ. (6)Ïîäñòàâëÿÿ (5) è (6) â (4), ïîëó÷àåì �îðìóëó (1); ò. å. èçâåñòíûé çàêîíïðåëîìëåíèÿ. ⊲Óïðàæíåíèå. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ çàêîí îòðàæåíèÿ â îáùåìñëó÷àå (äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ).Ïîä÷åðêíåì îäèí âàæíûé âûâîä: ïðåëîìëåíèå è îòðàæåíèå ñâåòàïðîèñõîäèò òàê, òàê áóäòî íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, ñîäåðæàùåìòî÷êó ïàäåíèÿ ëó÷à, çåðêàëî çàìåíèëè íà îòðåçîê êàñàòåëüíîé. Ýòèììû óãëóáèëè ïîíèìàíèå �èçè÷åñêîé ðîëè êàñàòåëüíîé ê ëèíèè.�2. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿÒèïîâàÿ ìîäåëü, èëëþñòðèðóþùàÿ ýòî �èçè÷åñêîå ÿâëåíèå, ñîñòî-èò â ñëåäóþùåì. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíå, çàêðåïëåííîé â îáîèõêîíöàõ, íàâåøåí ãðóç ìàññû m. Îòâåäåì åãî íà íåìíîãî â ñòîðîíó îòïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è îòïóñòèì. �ðóç íà÷íåò ñîâåðøàòü äâèæåíèå,



Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà I 31êîòîðîå íàçûâàþò ñâîáîäíûì êîëåáàíèåì, è íóæíî èçó÷èòü çàêîí ýòîãîäâèæåíèÿ.×òîáû íå îñëîæíÿòü âû÷èñëåíèé, ñ÷èòàþò, ÷òî äâèæåíèå ãðóçà îáó-ñëîâëåíî íàëè÷èåì òîëüêî äâóõ �àêòîðîâ: 1) âîññòàíàâëèâàþùåé ñè-ëû ïðóæèíû, è 2) ñîïðîòèâëåíèåì ñðåäû, à ñàì ãðóç ïðèíèìàþò çàìàòåðèàëüíóþ òî÷êó (÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü çàêîíûêëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè).2.1. �àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.�àçáåðåì ñíà÷àëà ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû. Âîñ-ñòàíàâëèâàþùàÿ ñèëà ïðóæèíû, ò. å. ñèëà, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ âåðíóòüãðóç â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ïî ñâîåé âåëè÷èíå ïðîïîðöèîíàëüíà ðàç-ìåðó îòêëîíåíèÿ ãðóçà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è íàïðàâëåíà â ñòî-ðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ ñìåùåíèÿ ãðóçà (çàêîí �óêà).Âîçüìåì îñü Ox ïî îñè ïðóæèíû (ñì. ðèñ. 3) è íà÷àëî êîîðäèíàò Oïîìåñòèì â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ. Òîãäà ïîëîæåíèå ãðóçà îïðåäåëÿåòñÿ åãîêîîðäèíàòîé x, êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì t; ò. å. x åñòü �óíêöèÿâðåìåíè t: x = x(t). Íàäî íàéòè ýòó íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ è ïî íåéèçó÷èòü êîëåáàíèÿ ãðóçà.
�èñ. 3.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðóçà, íà îñíîâàíèè âòîðîãî çàêîíà êëàññè÷å-ñêîé ìåõàíèêè, èìååò âèä

F = mj, (7)ãäå j � óñêîðåíèå ãðóçà, êàê èçâåñòíî, ðàâíîå âòîðîé ïðîèçâîäíîé x′′, à
F åñòü ñóììà âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ãðóç. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
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F = −kx, k > 0 � ïîñòîÿííàÿ, è çíàê ìèíóñ ïîñòàâëåí ïîòîìó, ÷òîñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïðóæèíû íàïðàâëåíà îò ãðóçà ê íà÷àëó êîîðäèíàò:åñëè x > 0, òî ñèëà íàïðàâëåíà â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè Ox,à åñëè x < 0, òî ñèëà íàïðàâëåíà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè
Ox. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ äëÿ ñèëû è óñêîðåíèÿ â óðàâíåíèå (7),ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðóçà mx′′ = −kx, èëè

x′′ +
k

m
x = 0. (8)Óðàâíåíèå (8) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿâòîðîãî ïîðÿäêà

x′′ + ω2x = 0, (9)â êîòîðîì ω > 0 � �èêñèðîâàííîå ÷èñëî, à x = x(t) � íåèçâåñòíàÿ�óíêöèÿ àðãóìåíòà t, óæå íèêàê íå ñâÿçàííîãî ñî âðåìåíåì, à ÿâëÿþ-ùåãîñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ñî ñâîåé îáëàñòüþ çàäàíèÿ. Äè��åðåí-öèàëüíîå óðàâíåíèå (9) íàçûâàþò óðàâíåíèåì êîëåáàíèÿ (è óðàâíåíèå(8) îáúÿñíÿåò ïðîèñõîæäåíèå ýòîãî íàçâàíèÿ).Òàêèì îáðàçîì, �èçè÷åñêóþ ìîäåëü èçó÷àåìîãî ïðèðîäíîãî ÿâëåíèÿìû îïèñàëè ìàòåìàòè÷åñêèì ÿçûêîì è ïðèìåíèì òåïåðü ìàòåìàòè÷å-ñêèå ìåòîäû äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì áóäåò ðàññìàòðèâàòü-ñÿ íå êîíêðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (8), à åå îáùåå ïðåäñòàâëåíèå(9).Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ x = x(t) = 0 åñòü ðåøåíèå äè�-�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9) äëÿ âñåõ t íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Íåïî-ñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî �óíêöèÿ
x = C1 cos ωt + C2 sin ωt, (10)â êîòîðîé C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-åì óðàâíåíèÿ (9) ïðè âñåõ t, ïîñêîëüêó x′′ = −C1ω

2 cos ωt − C2ω
2 sin ωtè x′′ + ω2x = 0. Áîëåå òîãî, �óíêöèÿ (10) ñëóæèò îáùèì ðåøåíèåìäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9) â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå

u = u(t) óðàâíåíèÿ (9) ìîæíî ïîëó÷èòü èç �îðìóëû (10) íàäëåæàùèìâûáîðîì ÷èñåë C1 è C2.
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⊳ Îáîñíîâàíèå ýòîãî íàáëþäåíèÿ ðàçîáüåì íà òðè íåñëîæíûõ øàãà.(i) Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè �óíêöèÿ f åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(9) è f(0) = f ′(0) = 0, òî f(t) = 0 äëÿ âñåõ t.�àññìîòðèì �óíêöèþ (f ′)2+ω2f2, êîòîðàÿ â ìîäåëüíîì ñëó÷àå óðàâ-íåíèÿ (8) ïðè ω =

√

k

m
ñîâïàäàåò ñ óäâîåííîé ïîëíîé ýíåðãèåé E ãðóçà,äåëåííîé íà åãî ìàññó m (ïîñêîëüêó ïîëàãàÿ f = x, f ′ = x′ = v, èìååì

m

2

[

(f ′)2 +
k

m
f2

]

=
m

2

[

(x′)2 +
k

m
x2

]

=
mv2

2
+

kx2

2
= Eêèí + Eïîòåíö = E,ãäå Eïîòåíö =

kx2

2
åñòü ðàáîòà ñèëû �óêà). Òàê êàê f óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ (9), òî f ′′ + ω2f = 0 è ïîýòîìó

(

(f ′)2 + ω2f2
)

′

= 2f ′ · f ′′ + 2ω2f · f ′ = 2f ′(f ′′ + ω2f) = 0.Îòñþäà, ïî êðèòåðèþ ïîñòîÿíñòâà �óíêöèè íà ïðîìåæóòêå (ïîíÿòíîìè ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ: åñëè ïðîèçâîäíàÿ, ò. å. ñêîðîñòü èçìåíå-íèÿ �óíêöèè, ðàâíà íóëþ, òî äâèæåíèÿ íåò è �óíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ),çàêëþ÷àåì, ÷òî (f ′)2 + ω2f2 = C, ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ (çà-êîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè). Ïîñêîëüêó f(0) = f ′(0) = 0, ïîëó÷àåì
C = 0 è (f ′)2 +ω2f2 = 0. Ïîýòîìó ω2f2 = 0, f2 = 0, f = 0 (÷èñëî ω > 0).(ii) Åñëè �óíêöèè f è g ñóòü òàêèå äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9), ÷òî
f(0) = g(0) è f ′(0) = g′(0), òî f = g.Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ �óíêöèè h = f − g èìååì

h′′ = f ′′ − g′′ = −ω2f + ω2g = −ω2(f − g) = −ω2h,òàê ÷òî h åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9), ó êîòîðîãî, ïî óñëîâèþ, h(0) = 0,
h′(0) = 0. Íà îñíîâàíèè øàãà (i) çàêëþ÷àåì, ÷òî h = 0 äëÿ âñåõ t.(iii) Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u = u(t) óðàâíå-íèÿ (9) ìîæíî óêàçàòü òàêèå ÷èñëà C1 è C2, ÷òî

u(t) = C1 cos ωt + C2 sin ωt.



34 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.ÑóááîòèíÄëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì �óíêöèþ g(t) = u(0) cos ωt +
u′(0)

ω sin ωt,êîòîðàÿ, êàê îòìå÷åíî âûøå, åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9). Ïîñêîëüêó
g′(t) = −u(0)ω sin ωt + u′(0) cos ωt, òî g(0) = u(0) è g′(0) = u′(0) è íàîñíîâàíèè øàãà (ii) èìååì u(t) = g(t).Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ, ÷òî �îðìóëà (10)çàäàåò îáùåå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9). ⊲Ôóíêöèþ (10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = A cos(ωt + ϕ), (11)ãäå A > 0 è ϕ � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì A =
√

C2
1 + C2

2 . Òîãäà åñëè A = 0, òî C1 =
C2 = 0 è �îðìóëà (11) âåðíà; óãîë ϕ ìîæíî âçÿòü ëþáûì. Åñëè A > 0,òî òî÷êà (

C1
A ,−C2

A

) ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òàê êàê (

C1
A

)2
+

(

−C2
A

)2
= 1, è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé óãîë ϕ, ÷òî cos ϕ = C1

A , sinϕ =

−C2
A , îòêóäà

C1 = A cos ϕ, C2 = −A sin ϕ. (12)Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ (12) â �îðìóëó (10), ïîëó÷èì
x = A cos ωt cos ϕ − A sin ωt sin ϕ = A cos(ωt + ϕ)è �îðìóëà (11) äîêàçàíà.Ôóíêöèÿ (11) îïèñûâàåò ãàðìîíè÷åñêèé êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ. Ïî-ëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà A íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé êîëåáàíèÿ (11), à ϕ� åãî íà÷àëüíîé �àçîé èëè ïðîñòî �àçîé. ×èñëî ω íàçûâàåòñÿ êðóãîâîé÷àñòîòîé êîëåáàíèé, â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ÷àñòîòû ν = ω

2π
, ðàâíîé÷èñëó êîëåáàíèé â ñåêóíäó.Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ êîëåáàíèÿ (8), âèäèì, ÷òî åãî îáùåå ðå-øåíèå èìååò âèä

x = C1 cos
(

t

√

k

m

)

+ C2 sin
(

t

√

k

m

)

, (13)
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x = A cos

(

t

√

k

m
+ ϕ

)

. (14)Ôîðìóëà (14) ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðóç ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëå-áàíèÿ îêîëî òî÷êè ðàâíîâåñèÿ O ñ àìïëèòóäîé A è ïåðèîäîì
T = 2π

√

m

k
. (15)Êîíå÷íî, íåêîòîðûå âûâîäû (â îñíîâíîì, êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà)î êîëåáàíèè ãðóçà ìîæíî ñäåëàòü è áåç �îðìóë (14), (15), îñíîâûâà-ÿñü íà �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ. Íàïðèìåð, ÿñíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåììàññû ãðóçà êîëåáàíèÿ áóäóò ïðîèñõîäèòü ìåäëåííåå � èõ ïåðèîä óâå-ëè÷èòñÿ, à ñ óâåëè÷åíèåì æåñòêîñòè ïðóæèíû (ò. å. ñ óâåëè÷åíèåì k)êîëåáàíèÿ óáûñòðÿòñÿ, èõ ïåðèîä óìåíüøèòñÿ. Îäíàêî òîëüêî �îðìóëà(15) îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ïðè óâåëè÷åíèè ìàññû ãðóçà, ñêàæåì, â 4 ðàçàïåðèîä êîëåáàíèé óâåëè÷èâàåòñÿ â 2 ðàçà è íå áîëåå, à ïðè óâåëè÷å-íèè æåñòêîñòè ïðóæèíû â òå æå 4 ðàçà ïåðèîä êîëåáàíèé óìåíüøèòñÿòîëüêî â 2 ðàçà.�àññìîòðèì äâà êîíêðåòíûõ (íî çíàêîâûõ) ñëó÷àÿ çàäà÷è (8) î êî-ëåáàíèè ãðóçà, íàïîìèíàÿ, ÷òî x′ åñòü ñêîðîñòü v åãî äâèæåíèÿ.I. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ãðóç îòâåäåí îò ïîëîæåíèÿðàâíîâåñèÿ â ïîëîæåíèå x0 > 0 (ñì. ðèñ. 3) è îòïóùåí.Çäåñü çàêîí äâèæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (14) è íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìè x(0) = x0 > 0 è x′(0) = v0 = 0. Ïîñêîëüêó

x′ = −A

√

k

m
sin

(

t

√

k

m
+ ϕ

)

,òî x0 = x(0) = A cos ϕ è v0 = x′(0) = −A

√

k
m sin ϕ = 0. Ïîýòîìó ϕ = 0èëè ϕ = π è, òàê êàê cos 0 = 1, cos π = −1 è A > 0, òî 0 < x0 = A cos 0 =

A, ÷òî ïðèâîäèò ê îòâåòó:
x = x0 cos

(

t

√

k

m

)

;



36 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.Ñóááîòèíàìïëèòóäà êîëåáàíèÿ ðàâíà x0.II. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ãðóç íàõîäèòñÿ â ïîëîæå-íèè ðàâíîâåñèÿ è åãî ïîäòàëêèâàþò; ò. å. ïðèäàþò åìó íåêîòîðóþñêîðîñòü v0 > 0. Òåïåðü çàêîí äâèæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (14) èíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = 0, x′(0) = v0. Ïîýòîìó 0 = x(0) = A cos ϕè v0 = x′(0) = −A

√

k
m sinϕ, òàê ÷òî ϕ = 3π

2
èëè ϕ = π

2
. Ñ ó÷åòîì v0 > 0è A > 0 èìååì ϕ = 3π

2
è A = v0

√

m

k
. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ

A è ϕ â (14), ïîëó÷èì îòâåò
x = v0

√

m

k
cos

(

t

√

k

m
+

3π

2

)

= v0

√

m

k
sin

(

t

√

k

m

)

,è àìïëèòóäà êîëåáàíèé ðàâíà v0

√

m
k
.Êàê ñëåäóåò èç ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà âèäà îáùåãî ðåøåíèÿ (10)(øàã (iii)), â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0ãðóç îòâåäåí îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ïîëîæåíèå x0 è åìó ïðèäàíàíà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v0, äâèæåíèå ãðóçà îáðàçóåòñÿ ñëîæåíèåì äâèæå-íèé â ðàçîáðàííûõ âûøå ñëó÷àÿõ. Çàêîí äâèæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ �îð-ìóëîé (13), â êîòîðîé C1 = x0 è C2 = v0

√

m/k; àìïëèòóäà êîëåáàíèéðàâíà √

x2
0 +

m

k
v2
0.2.2. Çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ, èçó÷åíèå êîòîðîãî ïðîâåäåì âòîé æå ñèñòåìå êîîðäèíàò, ÷òî è äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Îäíàêî÷òîáû ðàçëè÷àòü ñëó÷àè, äîãîâîðèìñÿ çàêîí äâèæåíèÿ ãðóçà îáîçíà÷àòüòåïåðü äðóãîé �óíêöèåé s = s(t), õîòÿ s ïî-ïðåæíåìó ñëóæèò êîîðäè-íàòîé ïîëîæåíèÿ ãðóçà íà îñè Ox â ìîìåíò âðåìåíè t. Òåïåðü ñêîðîñòüäâèæåíèÿ ãðóçà â ìîìåíò t ðàâíà s′(t), à óñêîðåíèå ðàâíî s′′(t).Âîññòàíàâëèâàþùàÿ ñèëà ïðóæèíû ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó �óêà, åå âå-ëè÷èíà ðàâíà as, a > 0 � êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, è îíàíàïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ ñìåùåíèÿ ãðó-



Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà I 37çà. Ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû, ïî ðåçóëüòàòàì îïûòà, ïðèíèìàþò ïðîïîðöè-îíàëüíûì ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ãðóçà è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà ñîïðî-òèâëåíèÿ ðàâíà bs′, b > 0 � êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, è ñèëàíàïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ.Òåïåðü âòîðîé çàêîí êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ïðèâîäèò ê äè��åðåí-öèàëüíîìó óðàâíåíèþ ms′′ = −bs′−as èëè s′′+ b
ms′+ a

ms = 0. Îáîçíà÷èâ
b
m = 2h è a

m = n2, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå
s′′ + 2hs′ + n2s = 0, (16)â êîòîðîì ÷èñëî h íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì çàòóõàíèÿ (ñð. [2,ñ. 424℄), à n2 � êîý��èöèåíòîì âîññòàíîâëåíèÿ.Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (16) ðàçëè÷àþò òðè êà÷åñòâåííî ðàçëè÷-íûõ ñëó÷àÿ: à) 0 < h < n (ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû ïðèñóòñòâóåò, íî îíî íåî÷åíü çíà÷èòåëüíî); á) 0 < n < h (ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû âåñüìà çíà÷è-òåëüíî; âÿçêàÿ ñðåäà), è â) 0 < n = h (ñëó÷àé êðèòè÷åñêîãî ñîïðîòèâ-ëåíèÿ, ñð. [2, ñ. 430℄).�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé à) 0 < h < n. Îáîçíà÷èì n2 − h2 = ω2,

ω > 0, è ïîêàæåì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) ïðåäñòàâëÿåòñÿ�îðìóëîé
s = e−ht(C1 cos ωt + C2 sin ωt), (17)â êîòîðîé C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.Ìû çíàåì, ÷òî �îðìóëîé x = C1 cos ωt + C2 sin ωt çàäàåòñÿ îáùååðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèÿ (9). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó s = xe−ht,ñ�îðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû óñòàíîâèì,÷òî �óíêöèÿ s = s(t) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà x = x(t) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèÿ (9) ñ ω2 = n2 − h2.Ïðèâåäåì ïîäðîáíîå îáîñíîâàíèå îäíîãî èç ýòèõ óòâåðæäåíèé; äðó-ãîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èòàê, ïóñòü �óíêöèÿ s = s(t) åñòü ðåøå-íèå óðàâíåíèÿ (16); ò. å. s′′ + 2hs′ + n2s = 0. Òîãäà �óíêöèÿ x = sehtèìååò

x′′ = eht(s′′ + 2hs′ + h2s), (18)è ïîñêîëüêó eht > 0, òî
x′′ + ω2x = eht(s′′ + 2hs′ + h2s) + (n2 − h2)ehts = eht(s′′ + 2hs′ + n2s) = 0;



38 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.Ñóááîòèíò. å. x = seht åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) ñ ω2 = n2 − h2.Ôîðìóëó (17) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, ïîäñòàâèâ â åå ïðàâóþ ÷àñòü�îðìóëó (11), íî ìîæíî èçìåíèòü ïàðàìåòðû
C1 = A sin α, C2 = A cos α, A =

√

C2
1 + C2

2 ,è ïîëó÷èòü
s = Ae−ht sin(ωt + α). (19)Äëÿ âûÿñíåíèÿ âèäà ãðà�èêà �óíêöèè (19) ñ÷èòàåì â íåé A > 0,

α = 0, è òåïåðü ãðà�èê �óíêöèè
s = Ae−ht sinωt (19′)ñðàâíèì ñ ñèíóñîèäîé s = A sin ωt. Òàê êàê e−ht > 0, òî, î÷åâèäíî,îáà ãðà�èêà ïåðåñåêàþò îñü àáñöèññ â îäíèõ è òåõ æå òî÷êàõ t = iπω ,

i ∈ Z. Êðîìå òîãî, �óíêöèÿ s = A sin ωt èìååò ïîïåðåìåííî ìàêñèìóìûè ìèíèìóìû â òî÷êàõ t =
(

i + 1
2

)

π
ω , â êîòîðûõ îáðàùàåòñÿ â íóëü ååïðîèçâîäíàÿ s′ = Aω cos ωt. �àññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè (19′):

s′ = Ae−ht(ω cos ωt − h sin ωt) =

= A
√

ω2 + h2e−ht
( ω√

ω2 + h2
cos ωt − h√

ω2 + h2
sin ωt

)è, ââîäÿ âñïîìîãàòåëüíûé óãîë θ ïîä óñëîâèåì
ω

n
=

ω√
ω2 + h2

= cos θ,
h

n
=

h√
ω2 + h2

= sin θ,çàïèøåì åå â âèäå
s′ = Ane−ht cos(ωt + θ), n =

√

ω2 + h2.Îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ
t =

(

i +
1

2

)π

ω
− θ

ω
,



Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà I 39è òàê êàê êîñèíóñ, ïðîõîäÿ ÷åðåç íóëü, ìåíÿåò çíàê, òî çàêëþ÷àåì, ÷òîïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ t �óíêöèÿ (19′) äåéñòâèòåëüíî èìååò ìàêñèìóìûïðè i ÷åòíûõ è ìèíèìóìû ïðè i íå÷åòíûõ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèíóñîèäîéïðîèçîøëî ñìåùåíèå ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê âëåâî íà âåëè÷èíó θ
ω .Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ìàêñèìóìû áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè, àìèíèìóìû îòðèöàòåëüíûìè. Åñëè âåëè÷èíó i-îãî ýêñòðåìóìà îáîçíà-÷èòü ÷åðåç Ai, òî

∣

∣

∣

Ai

Ai+1

∣

∣

∣
= e

hπ

ω , i ∈ Z,òàê ÷òî ðàçìàõè óáûâàþò â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. �ðà�èê �óíê-öèè (19′) äëÿ ïðîñòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ è t > 0 èçîáðàæåí íà ðèñ. 4 (ñì.òàêæå [2, ñ. 426℄).
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s
=
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π
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s

�èñ. 4.



40 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.ÑóááîòèíÄâèæåíèå ïîäîáíîãî òèïà íîñèò íàçâàíèå çàòóõàþùåãî êîëåáàíèÿ.2.3. Íåïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (àïåðèîäè÷åñêèå êîëåáà-íèÿ).Êàðòèíà äâèæåíèÿ ãðóçà ìåíÿåòñÿ êà÷åñòâåííî, åñëè ñðåäà ñòàíî-âèòñÿ âñå áîëåå âÿçêîé; ò. å. åñëè â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (16) åãî êî-ý��èöèåíòû ñâÿçàíû îòíîøåíèåì h > n > 0. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî âïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà h = n. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (16) ïðèíè-ìàåò âèä
s′′ + 2hs′ + h2s = 0. (20)Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (20) íà ìíîæèòåëü eht > 0 è âñïîìèíàÿ�îðìóëó (18), çàêëþ÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (20) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

z′′ = 0äëÿ �óíêöèè z = seht. Òîãäà èìååì z′ = C1, ãäå C1 � ïðîèçâîëüíàÿïîñòîÿííàÿ, èëè (z − C1t)
′ = 0. Ïîýòîìó z = C1t + C2, ãäå C1, C2 �ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, è
s = e−ht(C1t + C2). (21)Ôóíêöèÿ (21) íå ïåðèîäè÷åñêàÿ. Êðîìå òîãî, s → 0 ïðè t → +∞, òàêêàê

lim
t→+∞

s(t) = lim
t→+∞

C1t + C2

eht
= 0,ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ s′ = −e−ht(hC1t + C2h − C1) ñîõðàíÿåò ñâîé çíàê,íà÷èíàÿ ñ òî÷êè t = 1

h − C2
C1

, ò. å. s ñòàíîâèòñÿ ìîíîòîííîé.Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äâèæåíèå íå ÿâëÿåòñÿêîëåáàòåëüíûì, è ãðóç áûñòðî ñòðåìèòñÿ çàíÿòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.�ðà�èê �óíêöèè (21) â ñëó÷àå, êîãäà C1 = C2 = h = 1, ïðåäñòàâëåí íàðèñ. 5 (ñð. òàêæå [2, ñ. 430℄).
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t

s

s = s(t)

−2 0 2 4

0

2

4

s

s′
t = 0

t → +∞

�èñ. 5. �èñ. 5′.Êîãäà èìååò ìåñòî ñëó÷àé á) h > n > 0 (âÿçêàÿ ñðåäà), ý��åêòàïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ s = s(t) êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àåîáùåå ðåøåíèå s = s(t) óðàâíåíèÿ (16) çàäàåòñÿ �îðìóëîé
s = C1e

−(h−p)t + C2e
−(h+p)t, (22)â êîòîðîé C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à p =

√
h2 − n2, 0 < p <

h. Òèïè÷íîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ (22) èçîáðàæåíî íà ðèñ. 5′ â �àçîâîéïëîñêîñòè, íà êîòîðîé îòêëàäûâàåòñÿ (s(t), s′(t)) ïðè êàæäîì çíà÷åíèèâðåìåíè t (äëÿ ïðèìåðà âçÿòû h = 5, n = 4, p = 3, C1 = 2, C2 = −1), ãäåâèäíî, ÷òî êðèâàÿ ïðè t → +∞ àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ïðÿìîé,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì −(h−p)(ñì. òàêæå [2, . 430℄).Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû (22) ïðîâîäèòñÿ ñ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿ-ìè àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó �îðìóëû (10). Ïîêàæåì, íàïðèìåð, êàêïðîõîäÿòñÿ øàãè (i) è (iii).



42 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.Ñóááîòèí(i) Ïðîâåðèì, ÷òî åñëè �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (16) è
f(0) = f ′(0) = 0, òî f = 0 ïðè t > 0.Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì �óíêöèþ (f ′)2+n2f2 è åå ïðîèçâîäíóþ:

(

(f ′)2 + n2f2
)

′

= 2f ′f ′′ + 2n2ff ′ = 2f ′(f ′′ + n2f).Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (16), f ′′ + n2f = −2hf ′, ïîýòîìó (

(f ′)2 + n2f2
)

′

=
−4h(f ′)2 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ (f ′)2+n2f2, ïðèíèìàþùàÿ íåîò-ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íåâîçðàñòàåò ïðè t > 0. Òàê êàê ïðè t = 0 èìååì
(f ′)2 + n2f2 = 0, òî èç íåâîçðàñòàíèÿ è íåîòðèöàòåëüíîñòè ýòîé �óíê-öèè âûòåêàåò, ÷òî îíà ðàâíà íóëþ è ïðè âñåõ t > 0. Çíà÷èò, (f ′)2 = 0,
f ′ = 0 è f ïîñòîÿííà ïðè t > 0, ïðè÷åì ýòà ïîñòîÿííàÿ ðàâíà íóëþ âñèëó f(0) = 0.(iii) Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u = u(t) óðàâíåíèÿ (16)ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå ïîñòîÿííûå ÷èñëà C1 è C2, ÷òî u áóäåò ðàâíà�óíêöèè (22).Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì u(0) = x0, u′(0) = v0 è ðàññìîòðèì �óíêöèþ

g(t) =
v0 + x0(h + p)

2p
e−(h−p)t − v0 + x0(h − p)

2p
e−(h+p)t.Îíà èìååò ïðîèçâîäíóþ

g′(t) = −v0(h − p) + x0(h
2 − p2)

2p
e−(h−p)t+

v0(h + p) + x0(h
2 − p2)

2p
e−(h+p)t.Èç ýòèõ äâóõ �îðìóë âèäíî, ÷òî g(0) = x0 = u(0) è g′(0) = v0 = u′(0).Ñîãëàñíî øàãó (ii), u(t) = g(t) äëÿ t > 0, ÷òî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëü-ñòâî øàãà (iii).Òàêèì ñïîñîáîì óäàåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå îá îáùåì ðåøåíèèòîëüêî äëÿ çíà÷åíèé t > 0, íî áåðÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âðåìåíè âìå-ñòî 0 âñå ìåíüøèå è ìåíüøèå çíà÷åíèÿ t0 < 0, ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòüîáùèé âèä ðåøåíèÿ (22) (ñ òåìè æå çíà÷åíèÿìè ïîñòîÿííûõ C1 è C2)äëÿ âñåõ t.



Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà I 43�3. Çàäà÷à î ìàòåìàòè÷åñêîì ìàÿòíèêåÑîñòàâèì è ðåøèì ïðèáëèæåííî óðàâíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿò-íèêà. Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó M ìàññû m,êîòîðàÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè K ðàäè-óñà l, ëåæàùåé â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Âåëè÷èíó l íàçûâàþò äëèíîéìàÿòíèêà. Íà îêðóæíîñòè K âûáåðåì óãëîâóþ êîîðäèíàòó, ïðèíÿâ çàíà÷àëî êîîðäèíàò ñàìóþ íèæíþþ òî÷êó O îêðóæíîñòè K (ðèñ. 6).

�èñ. 6.Ïåðåìåííóþ êîîðäèíàòó òî÷êè M îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ = ϕ(t), ãäå tåñòü âðåìÿ íà ïåðåìåùåíèå èç òî÷êè O â òî÷êó M . Òî÷êà M íàõîäèò-ñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè P = mg, íàïðàâëåííîé âåðòèêàëüíîâíèç. Ñîñòàâëÿþùàÿ ýòîé ñèëû, íàïðàâëåííàÿ ïî íîðìàëè ê îêðóæíî-ñòè, óðàâíîâåøèâàåòñÿ áëàãîäàðÿ ðåàêöèè ñâÿçè (îêðóæíîñòè èëè íèòè,çàñòàâëÿþùåé òî÷êó äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè). Ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû P ,íàïðàâëåííàÿ ïî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè â òî÷êå M , ðàâíà −mg sin ϕ



44 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.Ñóááîòèí(åñëè çà ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå íà êàñàòåëüíîé ïðèíÿòü íàïðàâëå-íèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âîçðàñòàíèþ óãëà ϕ). Òàêèì îáðàçîì, äëèíà ïóòè
OM ðàâíà lϕ, è â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì çàêîíîì êëàññè÷åñêîé ìåõà-íèêè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè M èìååò âèä: m(lϕ)′′ = F = −mg sin ϕ,èëè

lϕ′′ + g sin ϕ = 0. (23)Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøèå òðóäíîñòè(ñì. [3, ñ. 408�413℄ èëè [4, ñ. 250�253℄). Îäíàêî åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òîêîîðäèíàòà ϕ òî÷êè M â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ìàëî îòêëîíÿåòñÿ îòíóëÿ, òî ïðèáëèæåííî â óðàâíåíèè (23) ìîæíî çàìåíèòü sin ϕ íà ϕ èïîëó÷èòü "ïðèáëèæåííîå" óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà â âèäå
ϕ′′ +

g

l
ϕ = 0. (24)Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîä êîëåáàíèÿ; ò. å. âðåìÿ íà ïåðåìåùåíèå èç òî÷êè

M â ñèììåòðè÷íóþ åé òî÷êó M ′ íà îêðóæíîñòè K, çàäàåòñÿ ïðèáëè-æåííîé �îðìóëîé T = 2π
√

l
g , êîòîðàÿ îáû÷íî ïðèâîäèòñÿ â ýëåìåí-òàðíûõ (â ÷àñòíîñòè, â øêîëüíûõ) êóðñàõ �èçèêè, à ÷àñòîòà "ìàëûõêîëåáàíèé" ìàÿòíèêà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé ω =

√

g
l
. ×èñëî ν ìàëûõêîëåáàíèé ìàÿòíèêà â ñåêóíäó îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

ν =
ω

2π
=

1

2π

√

g

l
.Ïîýòîìó, äëèíà ñåêóíäíîãî ìàÿòíèêà; ò. å. ìàÿòíèêà, ñîâåðøàþùåãî îä-íî êîëåáàíèå â ñåêóíäó (ν = 1/ñåê), îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

l =
g

4π2
ñåê2 ≈ 0,25ì.�4. Çàäà÷à î ñîñóùåñòâîâàíèè äâóõ âèäîâÂ çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñîñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ âèäîâ, èç-âåñòíóþ â áèîëîãèè ïîä íàçâàíèåì "õèùíèê � æåðòâà". Ïðîòåêàþùèå â



Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà I 45íåé ïðîöåññû ÷àñòî îïèñûâàþò ñëåäóþùåé ìîäåëüþ: íà îñòðîâå ðàñòåòòðàâà è ïàñåòñÿ ñòàäî îâåö; îâöû ïîåäàþò è âûòàïòûâàþò òðàâó � çäåñüýòî âèä-õèùíèê, à òðàâà � âèä-æåðòâà. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè îâåö ñëèø-êîì ìíîãî, òî îíè ïîåäÿò è âûòîï÷óò ñëèøêîì ìíîãî òðàâû. Óñëîâèÿæèçíè îâåö óõóäøàòñÿ, îíè íà÷íóò âûìèðàòü è èõ êîëè÷åñòâî óìåíü-øèòñÿ. Ïîýòîìó ïîåäàòü è âûòàïòûâàòü òðàâó îíè áóäóò ìåíüøå � òðà-âà ðàçðàñòåòñÿ, óñëîâèÿ æèçíè îâåö óëó÷øàòñÿ è èõ ñòàäî ðàçðàñòåòñÿ.È òàê ïîéäåò êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî íàäîóñòàíîâèòü.Áèîìàññó îâåö îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t), áèîìàññó òðàâû � ÷åðåç y(t);ýòî �óíêöèè âðåìåíè t. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèÿ æèçíè ýòèõ âèäîâõàðàêòåðèçóþòñÿ ÷èñëàìè b è c; åñëè áèîìàññà îâåö ìåíüøå b, òî îíèñúåäàþò íå âñþ âûðàñòàþùóþ òðàâó è òðàâà ðàçðàñòàåòñÿ; åñëè áèîìàñ-ñà îâåö áîëüøå b, òî òðàâà âûìèðàåò; åñëè áèîìàññà òðàâû áîëüøå c, òîñòàäî îâåö ðàñòåò; åñëè áèîìàññà òðàâû ìåíüøå c, òî îâöû âûìèðàþò.Ñîñòàâèì äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ýòè óñëîâèÿæèçíè âèäîâ: çíàê ïðîèçâîäíîé x′ äîëæåí ñîâïàäàòü ñî çíàêîì y − c, àçíàê y′ � ñî çíàêîì b − x. Ïîëó÷àåì
{

x′ = k(y − c)

y′ = m(b − x),
(25)ãäå k è m�íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîý��èöèåíòû. Â îáùåì ñëó÷àåîíè��óíêöèè îò t, x è y. Íî ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñèòóàöèþ,êîãäà k è m�ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðî-äè��åðåöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå â (25) è ïîäñòàâèì òóäà y′ èç âòîðîãî.Ïîëó÷èì x′′ = km(b − x), èëè (x − b)′′ + km(x − b) = 0. Ýòî óðàâíåíèåêîëåáàíèÿ è åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä x− b = A cos(t

√
km + ϕ), èëè

x = b + A cos(t
√

km + ϕ). (26)Íà îñíîâàíèè (26) è ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (25), íàõîäèì
y = c −

√

m

k
A sin(t

√
km + ϕ). (27)



46 Â.È. �àâðèëîâ, Æ.Ïàâè÷åâè÷, À.Â.ÑóááîòèíÎñîáåííî íàãëÿäíî îïèñûâàåòñÿ ýòîò ïðîöåññ, åñëè ãðà�èêè �óíê-öèé x = x(t) è y = y(t) èçîáðàçèòü âìåñòå (ñì. ðèñ. 7).

c

b
x0

y0

tO �èñ. 7.Ôóíêöèè èìåþò îáùèé ïåðèîä, à èõ ãðà�èêè ñäâèíóòû íà ÷åòâåðòüïåðèîäà, è êàæäûé ãðà�èê "êîëåáëåòñÿ îêîëî ñâîåãî îïòèìàëüíîãî çíà-÷åíèÿ": ãðà�èê x(t) îêîëî çíà÷åíèÿ b, à ãðà�èê y(t) îêîëî çíà÷åíèÿ c.Ïîñìîòðèì åùå, êàêîâà çäåñü ðîëü óïðàâëåíèÿ, ò. å. êàêîå âëèÿíèåâ ýòîé ýêîëîãè÷åñêîé ñèñòåìå ìîæåò îêàçàòü ÷åëîâåê. Â ïðîñòåéøåìñëó÷àå âìåøàòåëüñòâî çäåñü ìîæåò áûòü òàêèì: â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè t = 0 íà îñòðîâ, ãäå ðàñòåò îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî òðàâû ñáèîìàññîé y0 = y(0), çàâåçåíî îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî îâåö ñ áèîìàñ-ñîé x0 = x(0). Ýòèìè ÷èñëàìè x0 è y0 (íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè) óæå



Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà I 47îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé. Äåéñòâèòåëüíî, èç �îðìóë (26) è(27) äëÿ x è y ïðè t = 0 èìååì:
x0 − b = A cos ϕ, y0 − c = −

√

m

k
A sin ϕ,îòêóäà

A =

√

(x0 − b)2 +
k

m
(y0 − c)2.Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ ðàçíîñòÿõ (x0−b) è (y0−c)àìïëèòóäà A ìîæåò îêàçàòüñÿ íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî A

√

m
k

> c, àýòî çíà÷èò, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè (êîãäà y < 0) âñÿ òðàâàîêàæåòñÿ óíè÷òîæåííîé, à âñëåä çà ýòèì ïîãèáíóò è îâöû. Ýòî ãîâîðèòî òîì, íàñêîëüêî îñòîðîæíûì äîëæíî áûòü âìåøàòåëüñòâî.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ V. I.Gavrilov, �Zarko Pavi�evi�. Matemati�ka Analiza I.[2℄ Â.Â.Äîáðîíðàâîâ, Í.Í.Íèêèòèí. Êóðñ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè.Ì.: Âûñø. øêîëà, 1983. � 575 ñ., èë.[3℄ Í.Í.Áóõãîëüö. Îñíîâíîé êóðñ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. ×. 1. Êèíå-ìàòèêà, ñòàòèêà, äèíàìèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Èçä. 6-îå, äîï. Ì.:Íàóêà, 1965. � 468 ñ.[4℄ �.Ì.Ôèõòåíãîëüö. Êóðñ äè��åðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ-÷èñëåíèÿ. Ò. 2. Ì.: Íàóêà, 1969. � 800 ñ.


