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Osnove matematike

Jedan interesantan analog faktor-skupa
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Sazetak: U tekstu se konstruise analog faktor-skupa
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Abstract. In this article we construct an analog of factor-set.
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Uvod

Ako je 0 relacija ekvivalencije na skup X, tada postoji prirodna surjekcija m: X
— X/0 za koju vrijedi:
O=n'om, mom!'=1dxp.
U ovom tekstu mi nudimo promisljanje o slijedecoj situaciji: Neka za skup X i
podskup Y skupa X postoji skup D takav da postoji injekcija 1: D — X takva da
vrijedi
'o1=Idp, 101! = lyey.
Analiza je zasnovana na konceptima izloZenim u radovima Kahla ([3]) i Schmidta
(B)))
Nedefinisane termine i oznake kao i osnovne osobine tih pojmova, Citalac moze
naci (na primjer) u knjigama [1], [2] 1 [4].

Prethodni pojmovi

Neka su dati skupovi X i Y. Podskup R < X x Y je relacija izmedu elemenata
skupa X i elemenata skupa Y. Relacije 0 (= &) i 1xxy (= XxY) su trivijalne relacije.
ZaRcXxYiScY xZrelacija

So R ={(x,2)eXxZ: TyeX)((x,y)eR A (y,2)eS}
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je komponat (proizvod) relacija R 1 S. Relacija {(y,x)eYxX : (x,y)eR} je inverz
relacije R i obiljezavamo je saR™ .

Nije tesko provjeriti da vrijedi

Lema 1.

(i)OOR:ROOZO;

(i)R €cS=QoRcQoS,

(ii’)R cS=RoQcSoQ;

(iii) Qo RNS)cQoRNQoS,(RNS)oQcRoQNSoQ;
(iii) Qo(RUS)=QoRUQo S, (RUS)oQ=RoQuUS0Q
(iv) R)'=R;

(v) RoS)'=S'oR";

(vijRcS<R'cS™;

(vii) R = (R

(vii) RUS)'=RTUS; RN S)'=R'n S

(ix) QoRNSc(QNSoR") o (RN Q' 068S). (Dedekindovo pravilo)

Za relaciju R < X x Y kazemo da je univalentna (ili, da je parcijalna funkcija)
ako vrijedi Ro R! < Idy. Ako za relaciju R vrijedi Idx c R o R (ili, ekvivalentno,
Ixxy < lyxy o R) onda za R kazemo da je totalna. Kada R zadovoljava oba uslova, tj.
kada je univalentna i totalna, tada za R kazemo da je preslikavanje. Za relaciju R
kazemo da je injektivna, surjektivna i bijektivna ako je R univalentna, totalna, ili
oboje, respektivno.

Lemma 2. Neka je 6 (< X x X) relacija ekvivalencije na X a a i B bilo koje dvije
relacije na skupu X. Vrijedi:
eo(eootﬂB)ZeoaﬁeoBZGO(aﬂeoB).
Dokaz: Ocigledno da vrijedi
eo(eoaﬂﬁ)geoeoa A eo(eoaﬁﬁ)geoB.
Odavde imamo jednu inkluziju
eo(eoaﬁﬁ)geoaﬁeoﬁ.
Obrnuta inkluzija dokazujer se, na primjer, na slijedeci nacin:
(ac)eBoanmBoP<=((ac)eBoa A(ac)e BoP)

< (@Ab’)((a,b)ea A (b’,c)eb) A (Fb7)((a,b”)ea A (b”,c)eb))

= (3b’)(3Ab”)((a,b’)ea A (a,b”)eP A (b’.c)€b A (c,b”)€0)

= (3b’)(Eb”)((a,b’)ea A (b’,b”)eB 0 6 = 6 A (a,b”)eP A (b”,c)€0)

= (Ab”)((a,b”)eB o a A (a,b”)eP A (b”,c)€0)

= (3b”)((a,b”)eBoa N B A (b”,c)€0)

= (a,c)e Bo(BoanP).
Jednakost O oo M B o B =00 (a0 O o P)se dokazuje na isti nacin. O
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Homomorzimam izmedu relacija

Definicija. ([5]) Neka su R € X x Y i S ¢ X x Y zadane relacije. Za par (@, V)

preslikavanja ®: X > X i ¥: Y — Y kazemo da je homomorfizam od R prema S
ako vrijedi

TORQSOCD.

Definicija. ([5]) Neka su R i S kao u prethodnoj definiciji i neka je (®, V)
homomorfizam izmedu relacije R i relacije S. Za (®, ¥) kazemo da je izomorfizam

izmedu R i S ako i samo ako je (¥, ®') homomorfizam od relacije S prema relaciji
R.

Sledec¢a tvrdnja ¢e nam omoguciti da identifikujemo jednu vrstu izomorfizma.

Lemma 3. Neka za relacije Rc X x Y i S € X x Y i homomorfizam (®, V) vrijedi:
(1) @ 1Y subijekcije; i
(2) YoR=Sod.
Tada, par (®, ¥) je izomorfizam.
Dokaz: Treba dokazati da vrijedi ¥'oScRo®'. Imamo:
PloS=9"0Soldy=%"'0So(@o®H)=¥"0(So®) o D"
=¥'o(PoR) o ®'=(F' 0 ¥)o (Ro DY)
=Idyo (Ro®")=(IdyoR) o ®'=Ro®". O

Factor-skup i njegov analog

Teorem 1 (Faktorski skup). Za dati skup X, na njemu zadana relacija ekvivalencije
0 determinise faktor-skup X/ 0 i prirodnu projekciju m: X — X/0 koja zadovoljava
slijedeée dvije jednakosti:

O=n'om, mom!'=1dxpe.
Prirodnia projekcija © je odredena jednoznacno do izomorfizma.
Dokaz: Prvi dio tvrdnje je opSte poznat.

Dokaza¢emo samo drugi dio tvrdnje, o jednozna¢noj odredenosti surjekcije 7.
Uzmimo da pored surjekcije m : X — X/0 postoji i surjekcija m; : X — X/0 takva da
je 0=m" omand mom ' =Id x,. Stavimo daje ® =1, 0o " (< X/0 x X/0).
Imamo:

®o®'=(monNo(m o)  (prema definiciji @)
= (0w )o(m o ;™)

=mo(n! om)om” (prema asocijativnosti operacije "o’
=m0 Bom” (budué¢idaje O =n"omn)
=T 0 (711'1 0T1) o ! (vudu¢idaje O = o )

=(mom ) o(mom™) (prema asocijativnosti operacije *o’)

7
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= Id xo o Id x0 (bududi da je m o ;™ =1d x )
=1Id X /0 (buduc'l daje Id X/0 O Id X/0 = Id X/G).
Analogno se pokazuje da je @ o @ = Id yj. Prema tome, par (Id x0 , ®) je jedan
izomorfizam izmedu = i m; u skladu sa prethodnom lemom. Zaista, imamo:
DOon=(Mon)on=mo(m' on) =M100=m0 (7, o)) =
(nlonl'l)om:IdX/e.onl:nl. O

Neka za skup X i podskup Y skupa X postoji skup D takav da postoji injekcija
t: D —» X takva da vrijedi
* lor= Idp, 1o =1y
Sad sebi postavljamo slijede¢i zadatak: Procijeniti vezu izmedu skupa D i injekcije
uD—->X

Teorem 2. (Analog faktor-skupa). Neka za zadani podskup Y skupa X i skup D
postoji injekcija 1. D — X takva da vrijedi jedankosti (*). Prirodna injekcija .. D —
X jednoznacno je odredena do izomorfiozma.

Obrnuto, neka za zadani podskup Y skupa X i skup D za koji postoji postoji
injekcija v: D — X takva da vrijede jedankosti (*). Skup D je jednoznacno odreden
do bijekcije.
Dokaz: Pretpostavimo da takav skup D sa injekcijom 1: D — X koji zadovoljava
uslove (*) postoji 1 neka, osim toga, postoji injekcija 1;: D — X koja takoder
zadovoljava uslove (*)

l1-1 ol = IdD, 110 11-1 = leY .

Ako stavimo @ =1, o  , imamo:

Dod' =1 oo o) =1 oo (o) =1 o (lot) oy

=yl olyawou=1u"omouNoy =W o) o (" ou)

IdD 0 IdD = IdD .
Analogno se pokazuje da je @' o @ = Id,, . Sem toga, par (P, Id) zadovoljava i uslov
(2) Lemme 3:

Idxot=1=10ldp=10(t" o) =(ot)o1=1lyyor=

(LouNot=10(" 01)=1,0®.
Dakle, injekcija 1 je jednoznacno odredena do izomorfizma.
Neka sada, osim skupa D i injekcije 1: D — X sa svojstvima (*) postoji i skup
D’ i injekcija j: D — X sa osobinama
jloj=ldp, joj' = ly.

Procijenimo u=j"o1. Imamo:

Uo u'l = (j_1 01) 0 (j_l ol)_1 = (j_l ol) o (l_l o‘]'):j_l o(l o l—l)oj

=i olyyoi =i oo oei=("0i)o (" o))
= IdD’ 0 IdD’ = IdD’ .

Analogno se pokazuje da je u” o u=Idp. Prema tome, u je bijekcija. Dakle, skup D
je jednoznacno odreden do bijekcije. (]
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