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SEST DOKAZA JEDNE TEOREME U GEOMETRIJI

(Six proofs of one geometric theorem)

Dragoljub MiloSevi¢' i Borisav Simi¢’

Sazetak: U radu dajemo jo§ Sest raznih dokaza jedne teoreme o pravilnom
devetouglu.
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Posebnu paznju zasluzuju zadaci koji mogu da se rijeSe na vise nacina, tj.
zadaci Cijem se rjeSavanju moZze pristupiti sa razli¢itth pozicija. Pri rjeSavanju
jednog istog zadatka na viSe nacina uporedivanjem moze da se ustanovi koji je od
njih kraci, efektniji i elegantniji. Time se stie i1 izgraduje vjeStina u rjeSavanju
zadataka, naro€ito problemskih.

U [3] prikazana su ¢etri dokaza sljedeée teoreme”:

Teorema. U pravilnom devetouglu ABCDEFGHK vaZi jednakost

Dajemo jos Sest razli¢itih dokaza ove teoreme.

Dokaz 1. Uvodimo sljedece oznake: AB=a , AC = d, AD = e, AE =D . Tada
se navedena jednakost moze napisati kao

''17. NOU divizije 43, 32 300 Gornji Milanovac, Srbija
2 173. ulica br. 19/14, 35 000 Jagodina, Srbija
3 Ovdje je ona preformulisana
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Koristit ¢emo sljedece dvije leme (pomocne teoreme).
Lema 1. Akou AABC je a =2/ ,ondaje a’ =b(b+c).

Lema 2. U pravilnom devetouglu duzina stranice jednaka je razlici duzina najduze i
najkrace dijagonale, tj. a =D —d .

Napomena. Dokaz leme 1. nalazi se u [5], a leme 2. u [4].

Sada prelazimo na dokaz teoreme.

Spoljasnji ugao pravilnog devetougla je 360°:9=40°, a unutrainji ugao
180° —40° = 140°. Periferijski ugao nad stranicom pravilnog devetougla je 20°, pa
je ZCAD =20° (sl. 1.). U trouglu ACD je ZACD =140°—20°=120°, $to znaci
daje ZADC =180° - (20° +120°)= 40°.

Slika 1.

Kako je LZADC =2- (ZCAD), to mozemo primijeniti lemu 1 na AACD:
Iﬁz =@(@+E) ili d* = a(a + e), odnosno d° —a’ = ae.
S obziromda je d = D—a (v.lemu2), imamo (D —a) —a’ = ae, odakle je

D? —ae =2aD . Nakon dijeljenja lijeve i desne strane posljednje jednakosti sa aD
dobijamo trazenu jednakost (*) .
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Dokaz 2. Pravilni devetougao ABCDEFGHK je osno simetricna figura. Jedna od
njegovih 9 osa simetrije s sadrzi vrh G i srediste stranice BC, §to znaci da su tacke B
i C, odnosno 4 i D, simetri¢ne u odnosu na tu osu. Zbog togaje BC L s i AD L s,

pa je BC”AD (sl. 2.).

Kako je i AB=CD , zaklju€ujemo da je Cetverougao ABCD jednakokraki trapez.

Slika 2.

e—da e+a

u DN = :
2

Neka je BN L AD, N € AD (cn. 2.). Tana je AN =
Primjenom Pitagorine teoreme na pravougle trouglove ABN i BDN dobijamo
BN =AB —AN i BN =BD —DN , ili

2 2
BN =a*-| =% i BN =7 -| 24
2 2

1z posljednje dvije jednakosti slijedi

N2 +aV
2 2

a odavde je
d’—a’ =ae
= (D-a) -d’ =ae, jer d =D —a (lema2)
— D’—ae=2aD/:aD
= 2—£=2, g.ed.
a D

Dokaz 3. Neka je {S} = HD N FE (sl. 3.). U trouglu DSE je
ZSED = 40° (spoljasnji ugao pravilnog devetougla)
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i
ZEDS = Z/HDS — ZHDE =180° - 60° =120°.
Trouglovi ACD i DSE su podudarni (pravilo USU), pa je
DS=AC=d i SE=AD=e.
S obzirom da trouglovi ACD i1 HSF imaju jednake uglove, zaklju¢ujemo da je
AACD — AHSF . Zbog toga imamo:
CD:HF = AC: SF

= a:d=d:(a+e)

= d’=a’ +ae

= (D-a) =d’ +ae,zbog d =D —a (lema 2)
— D’-2aD=ae

= D’—ae=2aD/:aD

= %—%:2,@@.6[

Slika 3.

Dokaz 4. Na osnovu Stjuartove teoreme primijenjene na ADSF' (sl. 3.), imamo

sF(EF -ES + DE')=DF’ -SE + DS - EF
= (a+e)(ae+a2):dze+d2a

= (a+e)(ae+a2)=(a+e)d2/:(a+e)

= ae+a’ =d’

= ae+a2=(D—a)2,jerd:D—a (lema 2)
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= ae=D*-2aD
= D*—ae=2aD/:aD
D e

= ———=2,q.ed.
a D 1

Dokaz 5. Upotrebit cemo Molvajdove formule:

a-p . a—p
cos sin
a+b _ 2 ; a->b _ 2 ,
¢ Sin 7 ¢ coS 7
2 2

gdje sua, b, ¢ stranice i @, £, y unutrasnji uglovi trougla ABC.
Primjenom prve formule na ABCD (sl. 4.) dobijamo

140° - 20°
d+a % 2 _ cos 60°
a - 20° sin10°”
sin ——
2
a primjenom druge formule na AABD , imamo
. 40°-20°
d—a "5 sinl0°
e 120°  cos60°
cos

Slika 4.

Tada je
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d+a.d—a_cos60°' sin10° _q

a e sinl0° cos60°
= d’°—a’ =ae
= (D—a)z—a2=ae,jerd:D—a (lema 2)
— D*—ae=2aD/:aD
= 2—£=2, q.ed.
a D

Dokaz 6. Koristit ¢emo analiticku geometriju. Izaberemo Dekartov pravougli
koordinatni sistem u ravni tako da vrhovi 4 i B pravilnog devetougla ABCDEFGHK
budu simetricni u odnosu na koordinatni pocetak O (srediSte stranice AB) i da

stranica AB pripada apscisnoj osi (sl. 5.).
F
a
E
a
D
a
e
C )
/ (3]
a
Xy

A-50) [o30)

Slika 5.

»
»

Zbog CK ||AB i CK = e, koordinate vrhova 4, B i C pravilnog devetougla su:

A(—E,Oj, B[E,OJ iC E,ycj.
2 2 2

Odredimo ordinatu y, tacke C; imamo

2
A_C2:d2:(e;aj +y62,
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a odavde je

a odavde je

2 2
d " —a =uae

—
= (D—a)z—azzae,jerje d=D-a (lema?2)
— D’ —ae=2aD/:aD
D
= ——£:2, g.ed.
a D
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