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Interesantna primjena Mellinove transformacije

Samra Pirid@, Sanela Halilovié¢

Sazetak. U radu je pokazano kako Mellinova transformacija vakuum stanja
adelickog harmonijskog oscilatora vodi do poznate funkcionalne jednacine za
Riemannovu zeta funkciju.
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Abstract In this paper is shown how Mellin transform of vacuum state of
the adelic harmonic oscillator leads to the well-known functional equation for
the Riemann zeta-function.
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1 Uvod

Poznato je da matematicki modeli fizickih fenomena preferiraju kompletiranja
polja racionalnih brojeva @Q u odnosu na samo polje Q. Kako se kompletiran-
jem polja racionalnih brojeva Q u odnosu na apsolutnu vrijednost dobiva polje
realnih brojeva R, analogno kompletiranjem Q u odnosu na p-adsku normu do-
bivamo polje p-adskih brojeva Q,, za svaki prost broj p.B] Prema Ostrowskom
osim R i Q,, za svaki prost broj p, i ne postoje druga kompletiranja Q.

Definition 1.1 Neka je p prost broj. p—adska norma na polju racionalnih bro-
jeva Q uvodi se na sljedeéi nacin:

_Jpr7 o 2F0
|x|p_{0 . x=0
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gdje je cijeli broj v definisan relacijom

x=7p"7

s|3

am in su cijeli brojevi koji nisu djeljivi s p.

Definition 1.2 Skup koji je dobiven kompletiranjem skupa racionalnih brojeva
u odnosu na p—adsku normu naziva se skup p—adskih brojeva u oznaci Q.

Skup p-adskih brojeva a € Q, za koje vrijedi |a| < 1 naziva se skup p-adskih
cijelih brojeva u oznaci Z,,. Polje Q, je lokalno-kompaktna komutativna grupa u
odnosu na sabiranje, pa je na njemu moguce definisati pozitivnu Haarovu mjeru
dz, koja je invarijantna u odnosu na translaciju tj. d(xz + a) = dz. Mjera dx
moze se normirati tako da je

/ dr =1.

], <1

Za svaki kompaktan skup K C Q, mjera definiSe pozitivan linearan neprekidan
funkcional na C (K) formulom [ f(z)dz, f € C(K), gdje je C (K) prostor
K

neprekidnih funkcija na K s normom

”fHC(K) - max |f(2)].

Na multiplikativnoj grupi Q; = Q,\ {0} definiSe se Haarova mjera d*x invari-
jantna u odnosu na mnozenje. Navedene mjere povezane su jednakoséu

1 dz

e = ——
1—ptzl,

Realni i p-adski brojevi objedinjeni su u formi adela. Kao $to je poznato
Riemannova zeta funkcija moze se predstaviti u obliku Eulerovog proizvoda po
svim prostim brojevima

1 1
&= > w=lli==
1<n<oco P

za Re(s) > 1. Relacije ovakvog tipa uopstene su u teoriji adela.
Definition 1.3 Adel x je beskonacni niz oblika

T = (Toos T2y -y Tpy -er)

gdje je v € R iz, € Q, s restrikcijom da za sve osim za konacan skup S
prostih brojeva p tmamo x, € Zyp, tj. |J:p|p <1
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Skup svih adela formira prsten adela A ako su sabiranje i mnozenje definisani po
komponentama. Aditivna grupa prstena adela naziva se grupa adela. Elementi
adele prstena koji imaju inverzni element nazivaju se ideli. Niz

A= (Aoos A2,y Apy onr)

je idel ako je A, # 0 i |)\p|p = 1 za sve osim za kona¢no mnogo prostih brojeva
p. Skup svih idela formira grupu u odnosu na mnozenje, u oznaci A*. U A se
uvodi topologija Tihonovog proizvoda topoloskih prostora R, Os, ..., O, ... gdje
je Op podgrupa cijelih p-adskih brojeva. Na taj nacin niz adela

2 = (xgz),xén), ...,xé”), )

konvergira ka adelu ¢ = (20, Z2, ..., Tp, ...) , ako konvergira po komponentama
i ako postoji takav N, da su za svako n > N brojevi x, — zg,") cijeli p-adski.
U odnosu na ovu topologiju A postaje lokalno-kompaktna topoloska grupa, $to
neposredno slijedi iz kompaktnosti grupe O,. Zbog toga na A postoji Haarova

mjera koja se oznacava s da i koja se moze izraziti pomoc¢u mjera da, na Q,
da=das -dag-... - day-...,

gdje su mjere da, normirane uslovima

dass =1, / da, = 1.

|ap‘p§1

o _

Analogno na grupi A* postoji invarijantna Haarova mjera koja se oznacava s d* A
1 moze se izraziti pomocu mjera d*\, na multiplikativnoj grupi Q}, na sljedeci
nacin:

AN=d" Ao -d"Xg-...-d" Ny ...
Svaki aditivni karakter na grupi adela A ima oblik

Xo(az) = exp 2mi(—aooToo + G2Zy + ... + apT, + ),

gdjejea € A i apt,, predstavlja racionalni dio od a,z. Multiplikativni karakter
7 na idele grupi A* moze se predstaviti u obliku

T =P ON).

Elementarne funkcije na grupi adela A predstavljene su u obliku beskonac¢nog
proizvoda

¢ (a) = H¢p (ap)

gdje faktori ¢, (a,) zadovoljavaju sljedeée uslove:
1) oo (aso) je beskonacno diferencijabilna funkcija na R, takva da za n € N

|aoo|:o ¢oo (aoo) — 0 kad |a'<x>| — 0.
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2) ¢, (ap) su lokalno konstantne funkcije sa kompaktnim nosacem.
3) Za skoro sve proste brojeve p je

¢p (ap) =1 ako je |ay|, <11 ¢p(ap) =0ako je |ay|, > 1,

§to znaci da su funkcije ¢, (a,) jednake karakteristi¢noj funkciji skupa cijelih
p-adskih brojeva Z, u oznaci |1:p|p). Konagne linearne kombinacije elemen-

tarnih funkcija ¢ine skup S (A) Schwartz-Bruhatovih adelickih funkcija. Fourier-
ova transformacija funkcija iz prostora S (A4) data je formulom

o (b) = /<P (a) xo (ba) da.

A

Mellinova, transformacija funkcija iz prostora S (A) u oznaci ® (s) definisana je
u odnosu na multiplikativni karakter 7 (x) = |z|” s

(1) B (s) = / o (@) |al* d°z,

A*

za Re(s) > 1. Funkcija ® (s) moze se analiticki produziti na cijelu kompleksnu
ravan izuzev tacaka s = 0 1 s = 1 gdje ima proste polove. U [2] je pokazano da
ako se s ® oznaci Mellinova transformacija funkcije ¢, onda vezu izmedu & i d
daje formula poznata kao formula Tatea

(2) B(s)=D(1—s).

2  Adelicki harmonijski oscilator

Jedna od vaznijih primjena p-adskih brojeva jeste formulacija p-adske kvantne
mehanike. Za ilustraciju p-adskih i kvantno-mehanickih modela najadekvatniji
primjer je model harmonijskog oscilatora. Harmonijski oscilator predstavlja jed-
nostavan teoretski model s izuzetno bogatom strukturom, koji se moze rijesiti
egzaktno, klasicnim kao i kvantno-mehanickim metodama i ima Siroku prim-
jenu, jer se veliki broj problema u fizici svodi na rjeSavanje problema harmoni-
jskog oscilatora. Prema [4] p-adski harmonijski oscilator definisan je uredjenom
trojkom (L2 (Qp), W (2),U(t)), gdje je Lo (Q,) Hilbertov prostor kompleksnih
funkcija kvadratno integrabilnih u odnosu na Haarovu mjeru na Q,, W (2) je
unitarna reprezentacija Heisenberg-Weylove grupe, z = (q,p) € Qf, tacka u p-
adskom faznom prostoru i U(t) unitarna reprezentacija aditivne podgrupe od
Qp (evolucioni operator). Spektralni problem u p-adskoj kvantnoj mehanici
povezan je s istrazivanjem svojstvenih vrijednosti i svojstvenih funkcija evolu-
cionog operatora. Prema [3] u standardnoj kvantnoj mehanici nad poljem re-
alnih brojeva razmatraju se spektralne osobine Hamiltonijana, tj. problem se
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svodi na rjesavanje stacionarne Schrodingerove jednacine ¢ijim rjeSavanjem se
dolazi do svojstvenih funkcija

U (x) = (27127;)5671—062[{” (x\/%) ,

gdje su H,, Hermiteovi polinomi. Svojstvene funkcije koje odgovaraju najnizoj
svojstvenoj vrijednosti definiSu osnovno stanje fizickog sistema (vakuum). Os-
novno stanje kvantnomehani¢kog harmonijskog oscilatora dobiva se za n = 0
tj.

(3) Yo (z) =25 ™.

Osnovno stanje p-adskog harmonijskog oscilatora dato je funkcijom ¥ € Ly (Qp)
koja zadovoljava jednacinu

1
za |t[, < —. U [] je pokazano da je u sluéaju p = 1 (mod 4), koji dopusta

najkompletniju analizu, osnovno stanje jednako karakteristi¢noj funkciji skupa
L, tj.

(4) Vo (z) = Q|zpp)

Adelicki harmonijski oscilator je prirodna ilustracija matematicke analize na
adelima. To je jednostavan i egzaktan adelicki model koji je definisan uredjenom
trojkom

(L2 (A), W (2),U (1)),

q
k

je adelicko vrijeme (vidjeti [1]). Lz (A) je Hilbertov prostor kompleksnih funkcija
adelickog argumenta, kvadratno-integrabilnih u odnosu na Haarovu mjeru na A,
W (z) oznatava unitarnu reprezentaciju Heisenberg-Weylove grupe na Lo (A),
a U (t) (evolucioni operator) je unitarna reprezentacija podgrupe G aditivne
grupe AT na Ly (A). Ortonormirana baza adelickog Hilbertovog prostora za
harmonijski oscilator je

gdje je A prsten adela, z = ( adelicka tacka klasi¢nog faznog prostora, a t

(5) Yo (1) = 053 (2e0) [[ 05, (2,) 2 € 4,
p

gdje su wfl%o) (Zoo) = Vi (o) 1 wé’;)ﬁp (xp) ortonormirane svojstvene funkecije
u realnom i p-adskom slucaju, respektivno. Sada uvrstavanjem @) i @) u ()
dolazi se do formule za osnovno stanje adelickog harmonijskog oscilatora

(6) Yoo (z) = 23~ Hqup\p)
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3 Mellinova transformacija vakuum stanja adelickog
hramonijskog oscilatora

Primjenom Mellinove transformacije na vakuum stanje tgo () dato sa (6l), do-
biva se

—+oo
B (s) = / 2te ™ o Ma | - [ T] / [yl "y |
00 Pz, ,<1

2

Pomoéu smjene mx® = y u prvom integralu dobiva se

—+oo “+oo

1 _ .2 —1 1 _ s — s _
/246 )" de = 23im 2 /e vys—ldy
S 0

1 s S
= ot (2),
T 2

gdje je I klasi¢na gama funkcija. Za drugi integral imamo

0
* 1 —1
[ whae = == [ lek T,
y=—00
|Ip‘p§1 |zp |p=p7
1 0
1
- 1,1 Z (p7)" " da
P, U
|zp]p=p7
1 0
1 _
= o 2 )T -
p I
o0
- S
0
_ 1
= =

pa je

I [ hda =Tl =<,

P eyl <1 P
gdje je ¢ (s) Riemannova zeta funkcija. Dakle,
1 _s S
o (s) =2ir zr(i)g(s).

Kako je Fourierova transformacija osnovnog stanja adelickog harmonijskog os-
cilatora ¥ = ¥ to je i ® = & [2] , pa se uvrstavanjem @ (1 —s) = ®(1—s)
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u formulu Tatea dolazi do poznate funkcionalne jednaéine za Riemannovu zeta

funkciju
r (;) 3¢ (s) =T (1;S> T —s).
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