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DEVET RAZNIH NACINA 1IZRACUNAVANJIA tg%’

(Nine different manners of calculation of tgg—Z)

Sefket Arslanagi¢® i Dragoljub Milogevié¢?

Sazetak: U radu je dato devet raznih nac¢ina izracunavanja vrijednosti tangesa ugla od 2—74[
P - 020
(ili 5-75 =37"30").

Kljuéne rijeéi: ugao, tangens ugla, tangens zbira, tangens razlike, Pitagorina teorema,
jednakostrani¢ni trougao, jednakokraki trougao, sinusna teorema, simetrala ugla.

Abstract: In this paper we give nine different manners of calculation of tgz—z (or
%-750 =37%30").

Key words: angle, tangent of angle, tangent of sum, tangent of difference, Pythagoras
theorem, equilateral triangle, isosceles triangle, law of sines, angle-bisector.
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U ovom radu ¢emo dati devet raznih nacina izracunavanja tangensa ugla od
52’—2 (ili 37°30), tj. tgi—z. Pri tome ¢emo Koristiti razne &injenice iz algebre,

geometrije i trigonometrije. Misljenja smo da je izuzetno vazno rijeSiti jedan
matematicki zadatak na dva ili vise nacina. Svakako, to ne mogu svi ucenici
(studenti) ve¢ oni bolji koji pokazuju veci interes za matematiku i za koje mozemo
re¢i da su nadareni za matematiku. Evo tih devet rjeSenja.
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tga+tgps .

Rjesenje 1: KoriStenjem formule za tangens zbira tg(a+4)= 1 tgatg 3 i ¢injenice
—lJo

daje 5—”=£+£ dobijamo:
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Dalje, koriste¢i formulu cosa = , imamo:
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sada iz formule tg % = [2=°%% gjijedi:
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RjeSenje 2: KoriStenjem formule za tangens razlike tg(a - )

Vd
ju tgz—tg

24

57 .. 5z T 7
=——, dobijamo tg—=tg| ——— | =
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T
1-tg—
5r
9 24_—2;;1' (1)
1+tg—
24
S obzirom da je
sinX  sinX 2sint 2sin2 X
tgﬁz 2 _ 2 _ 2 ,
2 cosl cosl 25in5 23in5cos§
2 2
odnosno
X 1-cosx
tg—-=—
2 sin x
imamo
. 1—cos£
tg—=——=%. 2
24 sin -
12
Kako je

T T T
COS— =COS| ———
12

=cos£cos£+sin£sin£=\/E \/5 \/E !
4 6 4 6 4 6

. . (r =z . Ve r .7 1
sin— =sin| ——— |=sin—cos——c0s—sin—=—(~+6 -2,
12 [4 6} 4 6 4 6 4(\/_ \/_)
iz (2) slijedi

;36

24 %(\/g_\/z)

a odavde, poslije prosirivanja razlomka sa v/6 ++/2 :

t92—72=x/€—\/§+x/§—2.

3)
1z jednakosti (1) i (3) slijedi

o (B -BrV2-2) (V3-V2)(V3+1) 52 241
Y24 (B Bavz-2) (N2-1)(Va+1) VE-1 2+l

a odavde:

9 =B +3-VZ-2.

11



MAT-KOL (Banja Luka), XVII (2)(2011) S.Arslanagi¢ i D.Milo3evié

RjeSenje 3: Kako je

VA VA T
oZog3n)- 2 0
24 3 8 T, T T
1+tg-tg= 1+3tg-
9519 +fg8
i
x 1—005% 1—\/2E 5
tg== = =+2-1, 4)
8 sin” Q
4 2
imamo
tg5—”— */5_(*/5_1) _x/§—\/§+1
24 1443(V2-1) J6-\3+1"
odakle je
g2 =\ +13-v2-2.
24
RjeSenje 4: Koristenjem formule za tangens zbira tg(a + 3) =% i ¢injenice
—1gatg
da £+1=5—”, imamo
6 24 24
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Uvrstavanjem (3) u (5) dobijamo

57 1+V3(V6-3+42- 2) (\/6—2)(\/§+1) -
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f.
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Rjesenje 5: Imamo redom:
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Poslije proSirivanja posljednjeg razlomka sa 25in2—7z1 i primjene formule

sing—sinf =2 sin%cos% dobijamo

5 Zcoszsin‘r)—” sin” —sin”™ ﬁ—ﬂ \/§ 2
g7 - 24 24 _ 3 4 _ 2 _ («/5—\/5)(\/5+1),

2 - _
24 20035—”sin£ sinﬁ—sing 2_1 \/5_1
2

2
tj.
tgg_;f:@ B3-2-2.

RjeSenje 6: Buduc¢i da je

v T
57 T tg§+tgﬁ r
tg§=tg(§+ﬁj:—, te tg==+v2-1
1—tg§tg£ 8
8 12
i
x 1-cos— 5
tg— = =2-43,
912 sin”>
dobijamo
g7 - V2-1+2-43 B3+y2+1
24 1-(V2-1)(2-v3) V6 -V3-2V2+3'
odakle je

927 =B +V3 -7 -2.

Rjesenje 7: Neka je dat pravougli trougao AABC (£BCA = 90°) kod koga je ZBAC
=30%i AC =1 (sl.1). Naspram ugla od 30° u pravouglom trouglu nalazi se kateta

koja je dva puta kra¢a od hipotenuze, $to znac¢i da je ﬁ:%ﬁ. Primjenom
Pitagorine teoreme na pravougli trougao 4ABC imamo
2
E2:ﬁ2+c_AZ:@Ej o2,

2 Zbog toga je BC-L
NER V3

Na kateti AC datog trougla odredimo tacku D tako da ~ZCBD = 37°30', pa je
ZABD = 22° 30. Ako sa x ozna¢imo duZinu duZi CD, onda je AD=1-x.

odakle je AB=

13



MAT-KOL (Banja Luka), XVII (2)(2011) S.Arslanagi¢ i D.Milo3evié

Primjenom sinusne teoreme na trougao AABD dobijamo 1x___BD

, a
sin22°30"  sin30°
odavde zbog sinZ’30' =, 1_0(:450 =%\/2—\f2 imamo

BD-_1°X |
2-2

(6)

Na osnovu Pitagorine teoreme primjenjene na
pravougli trougao ABCD je BD =BC +CD’ ili

BD =1y, )
3
1z jednakosti (6) i (7) slijedi

2
1-x =1+x2,tj.
2-\2) 3

X —2(\/5+1)X+%(\/§+1)2 =0.

sl.1

RjeSavanjem ove jednacine dobijamo

=245 ),

J3
paje
1
— =(v2+1)(\3-2
tg5—”=tg37°30'=£=*/§( )( )
24 BC 1
NE)
tj.

tgi—jzx/§+«/§—x/§—2.

Rjesenje 8: Nacrtajmo trougao AABC kod koga je BC = 1, #BAC = 37°30" i ZBCA
= 90° (sl.2). Odredimo na stranici AC tatku D tako da #ZDBE = 15°. Otuda je
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#DBA = 37°30". Trougao AABD je jednakokraki, $to znaci da je BD=AD =y . Na
stranici BC odredimo tacku E tako da je #BDE = 15°. Trougao ABED je
jednakokraki pa je BE =ED =2x i CE = BC - BE =1-2x. Kako je u trouglu ACDE

ZDEC = 30°, to je %:sinSOO:ﬁ:ZX odakle slijei da je CD=x. Primjenom

Pitagorine teoreme na pravougli trougao ACDE dobijamo: (2x)2 =x2+(1—2x)2,
odakle je x=2-+/3, jer mora biti x < 1. Trougao 4BDC je pravougli takoder, pa
imamo  y? =1 +(2—J§)2, pa je y=22-v3, tj. y=v6-+v2 (§to nije teko
provijeriti). Sada, iz trougla AABC , je:

BC 1

1
AC x+y 2-V3+6-2

tg— =1g37°30' =

N e B [ e
(B2} fe-A) (6 2)-(28) (62 (23]

a odavde

tg— V6 +4/3-V2-2.

30°

45° 60’ Vo
B ED 1§ C

sl.2 sl.3

Rjesenje 9: Konstruis§imo ugao ~CAD = 30° u jednakokrakom pravouglom trouglu
AABC (AB- duZina hipotenuze), a DeBC (sl.3). Neka je AE simetrala ugla

/DAB = 45° — 30 ° = 15°. Tada je ZCAE = 37°30' = 2—;[ Ako je AC=BC=1, onda

. — R — . —\2 —
je thZ’—Z:Ec. Kako je AD=2-CD i AC=1, imamo: CD =(2:CD) -AC,

odnosno 3-CD’ =1, odakle je cb-t Zbog toga je AD =—— . Na bazi teoreme o

&IN

ek
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simetrali unutradnjeg ugla trougla AABD je BE:ED=AB:AD, odakle zbog

AB=+2 i ﬁ+5=1—%, slijedi (1-%-5}:5:&:% .
E:%(s@m@-sﬁ—s).
Tada je
E:E_+E:%(3J€+2J§—3\/§—6)+%=J€+J§—J§—2,
tj.
9 =B +3-VZ-2.
Zakljuéak

Vidimo da se za prvih Sest rjeSenja koriste standardne formule za tangens
zbira i razlike, kosinus polovi¢nog ugla kao i formule za pretvaranje razlike sinusa u
proizvod. U preostala tri rjeSenja koriste se znanja iz geometrije i trigonometrije
(Pitagorina teorema, sinusna teorema, teorema o simetrali unutradnjeg ugla trougla
kao i znacajne osobine jednakostrani¢nog i jednakokrakog trougla). Mozda ovaj
¢lanak bude inspiracija budu¢im ¢itaocima da daju joS koje rjeSenje ovog zadatka ili
pak da neki drugi zadatak rijeSe na viSe nacina.
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