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TRI INTERESANTNE NEJEDNAKOSTI
U VEZI S TROUGLOM

(Three interesting inequalities for a triangle)

Sefket Arslanagi¢”

Sazetak: U radu su dokazane tri interesantne nejednakosti u vezi s trouglom koje se odnose na
elemente trougla. Ove nejednakosti imaju jenake desne strane.

Kljuéne rijeci: nejednakosti za trougao, elementi trougla, stranice, uglovi, tezi$nice, visine,
simetrale unutras$njih uglova, radijusi opisane i upisane kruznice, poluobim i povrsina trougla.

Abstract: In this paper we prove three interesting inequalities for a triangle, i.e. for elements of
triangle. These inequalities have equal the right parts.
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U ovom radu ¢emo dokazati tri interesantne nejednakosti u vezi sa elementima
trougla. Neka su a,b,c duzine stranica; m,,m,,m, duzine teziSnica; h,,h,,h, duzine visina;
S4:85,S, duzine simetrala unutraSnjih uglova «,f 1 y trougla 4ABC, te R i r radijusi
opisanog i upisanog kruga tog trougla, a s i P njegov poluobim i povrsina.

Dokazat ¢emo da vaZze sljedece nejednakosti:

Mg My M R+r
hy Ry Ry T M
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1° Dokazimo nejednakost (1). Prvo ¢emo dokazati nejednakost:

Neka je tacka M srediste stranice BC . Imamo iz nejednakosti trougla AAOM :

am, <aR(1+cosa).

AM < AO+0OM =R+Rcosa, tj.

AM <R(1+cosa)

2

)

“4)
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(jer je RBOM =RCOM =RBAC =« (teorema o periferijskom i centralnom uglu kruga)).

Kako je AM = m, , to dobijamo:

odnosno

a ovo je (4). Analogno, imamo i sljede¢e nejednakosti:

m, <R(1+cosa),

am, <aR(1+cosa),

bm, <bR(1+cos 3)

cm, <cR(1+cosy).
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Nakon sabiranja nejednakosti (4), (5) i (6), dobijamo:
am, +bm, +cm, <(a+b+c)R+R(acosa+bcos S+ccosy)

=2sR+R?(2sinacosa + 2sin Bcos B+ 2siny cosy)

=2sR+R?(sin2a +sin24+sin2y),

a odavde zbog identiteta:

sin2a +sin2 3 +sin2y = 4sinasin gsiny

. . . rs
sinasin Bsiny =

2R2’
b <2SR+4R2._
am, +bmy +cm, < 2sR+ ope U
am, +bm, +cm, <2s(R+r). @)
Kakoje a=2"b=2P ¢ 2P i p_ s, to slijedi iz (7):
ha hb hc
m m, m
2rs| —& 4B 4 ¢ | <25(R
rs(ha + h, + hcj s(R+r),
odnosno

My My M R+r

ha +E H_ r qed
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Vrijedi jednakost u (1) ako i samo ako je a=b=c, tj. ako je u pitanju jednakostrani¢ni

trougao.

2° Predimo sada na dokaz nejednakosti (2). Imamo poznate obrasce:

2/bc
St = Brc Js(s—a),
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a odavde zbog nejednakosti (A>G) izmedu aritmeticke i geometrijske sredine dva

pozitivna broja:
S, <4/s(s—a); sy <s(s—b) is, <,[s(s—c)

a =

te na osnovu Heronovog obrasca P = \/s(s -a)(s-b)(s-c):

P
S, <

500

Sada imamo

a odavde zbog poznatih obrazaca:

a s—b)(s—c s—a)(s—c) . s—a)(s—-b
95 = ( s(s)Ea) )tg ( s(s)Eb) : 1tg%: ( s(s)fc) ):

Sy \/ 7 \/ 7195 \/ 3
PR RO E AN Z ta L~ —ta0 &~ —t0=—
ha+ b+hc _Zr[a tgztgz+b tgztgz+c t92t92
(G=A) 1 p /4 a ¥ a I
< A L —_ L —_ A
< 4r[a(tg > +1g 2j+b(tg > +1g 2)+c(tg > +1g 2D
2 2 B 27
1 .acos 2+bcos 5 +CCOS™ 5
ar 2 058 cos” '
€057 C0S 5 C0S 5
Sada koriste¢i poznate jednakosti:
2 osBeos? =5
€08 C0S7-C08 5 = 7=
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i
@B

2 2V _ r
acos 2+bco +CCOoS > S(“Rj’

dobijamo:

Vrijedi jednakost u (2) ako i samo ako je u pitanju jednakostrani¢ni trougao.

3 Dokazimo na kraju i nejednakost (3). Kako je s, > h,,s 5 >h, s, >N, odnosno:

1 1 1 1 . 1 1
_S_ —<—1 —<L—
Sy ha' sy h s, h
to slijede sljedeée nejednakosti:
My M. My My ; Me M
Sa hysghy s, TR
a odavde nakon sabiranja ovih nejednakosti:
Mg My M My My Mo ®
S Sp S, hy h h’
te zbog (1):
&.}.%J’_&SM,q‘e'd.
S S5 S, r

Vrijedi jednakost u (3) ako i samo ako je u pitanju jednakostrani¢ni trougao.

.S S .S m m .om ..
Napomena 1. Kako je -2>1,-2>1 i L>1, te ~—2>1,-2>1 i -°>1, to vrijede
a o C a b hc
nejednakosti:
Sz S

Sa (28 53

ha hb hc
i

my, M, M

Zag b Te >3

ha hb hc ’
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gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je u pitanju jednakostranicni trougao.

Napomena 2. U [2], str. 37 je dokazano da vrijede nejednakosti m, >s,,m, >s; i m; >s,,

a odavde:
m m, m
Ay b t>3,

S, S5 S

o /4

gdje vrijedi jednakost ako i samo ako je u pitanju jednakostrani¢ni trougao. Za dokaz
gornje nejednakosti smo posmatrali, npr:

1
(%T Z(2b2+202—a2) ~(b+c)® 202 +2¢2 a2

Sy (bbc)z[(b+c)2_a2} 4bc (b+c)2—a2 -
+c
jer je
2 2 2
(b-c) >1(A2G) i 2bLzla(b—c)zzo.
4be (b+c)’ —a2

Napomena 3. Iz nejednakosti (8) ocigledno slijedi da je nejednakost (1) bolja (jaca) od
nejednakosti (3). Ostaje otvoreno pitanje da li je nejednakost (2) bolja (jaca) ili slabija od
nejednakosti (1) i (3).

Napomena 4. U [4], str. 26 je dokazana nejednakost 3.2.1. koja glasi

odnosno

te analogno

o, B
h_h_h_y\/Z: ©)

Lako se pokaZe da je nejednakost (9) bolja jaca od nejednakosti (2) jer je:
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IA

N
2|
-

=

=|

2
S(Bj +2~E+1
r r

N| ©

2
@[Bj S R0
r 2r

< 2RZ —5Rr+2r2 >0
< (R-2r)(2R-r)>0

a ova nejednakost je tatna zbog nejednakosti Eulera R > 2r .
Vrijedi jednakost u (9) ako i samo ako je u pitanju jednakostrani¢ni trougao.
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