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Zbir k-tih stepena prvih n prirodnih brojeva 
pomoću Abelove formule 

 
Milovan Vinčić1 

 
  
Sažetak: Pokazano je kako se na jednostavan način, rješavanjem sistema linearnih jednačina, 
može izračunati zbir prirodnih stepena prvih n prirodnih brojeva . 
 
Ključne riječi : zbir, formula, polinom, Vandermondova determinanta 
 
Abstract: In this paper we show a way to calculate the sum of the power of first n numbers 
by solving sistem of linear equations. 
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       Koristeći Abelovu sumacionu formulu, izvešćemo formulu za izračunavanje 
sume k-tih stepena )( Nk ∈ prvih n prirodnih brojeva 

kkk
k nnS +⋅⋅⋅++= 21)(  . 

       Abelova sumaciona formula glasi: 
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( Nn∈ , 1>n , ia , Nbi ∈  ) . 
Dokaz ove formule ćemo provesti matematičkom indukcijom .  
Za n = 2 Abelova formula je očigledno tačna, jer je jednakost  
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tačna, tj. tačno je    
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Izvedimo sada korak indukcije, tj. pokažimo da istitost Abelove formule prelazi sa n 
na n+1 za sve n > 1. U tom cilju, imamo:  
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Ovim je dokazana Abelova sumaciona formula. 
       Pokažimo sada kako Abelovu formulu možemo jednostavno primjeniti za 
izvođenje formule za zbir prvih n prirornih brojeva  

nnS +⋅⋅⋅++= 21)(1  . 

       Prema Abelovoj formuli je:  ∑ ⋅= 1)(1 inS  
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Konačno :   
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Naravno, ova formula je tačna i za 1=n  . 
       Izračunajmo sada )(2 nS . Prema Abelovoj sumacionoj formuli, je:  
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       Iz posljednje jednakosti, konačno, slijedi  :  
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koja je istinita i  za 1=n . 
 
       Posmatrajmo sada kkk

k nnS +⋅⋅⋅++= 21)(    ( ), Nnk ∈ . Prema Abelovoj 
formuli,  redom zaključujemo:   
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Kako  za 1>n  vrijedi k
kk nnSnS −=− )()1( , to, dalje, slijedi : 
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       Induktivno se provjerava da je    

1)1( =kS  za sve Nk ∈  . 
Koristeći posljednju jednakost možemo počevši od )(1 nS , rekurzivno računati 

)(2 nS , )(3 nS , itd. Jasno, što je k veći , to je i računanje teže. Međutim, iz (1)  
jednostavno zaključujemo da za svako Nk ∈    postoji polinom )(1 nPk+  sa 
racionalnim koeficijentima, stepena 1+k , takav da za svako  Nn∈  vrijedi 

)()( 1 nPnS nk += . 
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Vodeći koeficijent u polinomu )(1 nPk+  očigledno je 
1

1
+k

, a možemo i jednostavno 

izračunati koeficijent uz kn . Iz  (1) vidimo da je koeficijent uz kn  :  
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       Tako smo došli do slijedeće  
 
Teorema:  Postoje racionalni brojevi 121 ,,, −⋅⋅⋅ naaa    takvi da za svako Nkn ∈,  
vrijedi : 
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       Koeficijente 121 ,,, −⋅⋅⋅ naaa  možemo izračunati tako da u  (2)  uvrstimo prvih n  
prirodnih brojeva, pa ćemo dobiti sistem  
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       Ovaj sistem ima jedinstveno rješenje jer je njegova determinanta - 
Vandermondova determinanta )1,,2,1( −⋅⋅⋅ kW , koja je očigledno različita od nule.  
Primjetimo da iz (2) direktno slijedi :  
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Na kraju, izračunajmo )(3 nS .  Prema  (2),  je  
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       Uvrštavajući u ovu jednakost brojeve 1 i 2  za 1a  i 2a  dobijamo sistem : 
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Prema tome je :  
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