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Zbir k-tih stepena prvih n prirodnih brojeva
pomocu Abelove formule

Milovan Vin&ié¢'

Sazetak: Pokazano je kako se na jednostavan nacin, rjeSavanjem sistema linearnih jednacina,
moze izracunati zbir prirodnih stepena prvih n prirodnih brojeva .

Kljuéne rijeci : zbir, formula, polinom, Vandermondova determinanta

Abstract: In this paper we show a way to calculate the sum of the power of first n numbers
by solving sistem of linear equations.
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Koriste¢i Abelovu sumacionu formulu, izves¢emo formulu za izraCunavanje
sume k-tih stepena (k € N) prvih n prirodnih brojeva

S, (n)=1"+2"+--.+n"* .
Abelova sumaciona formula glasi:

n n—1 i n
zaibz‘ = Z ((a; —ay, )kzbk) +a, kzbk
i=1 i=l =1 =1

(neN,n>1,a,,b,eN).
Dokaz ove formule ¢emo provesti matematickom indukcijom .
Zan =2 Abelova formula je ocigledno ta¢na, jer je jednakost

a,b, +a,b, =(a, —a,)b, +a,(b, +b,)

tacna, tj. tacno je

2 1 i 2
Zaibi = Z((ai —aiy )Zbk) + azzbk .
i=1 i=1 k=1 =1

Izvedimo sada korak indukcije, tj. pokazimo da istitost Abelove formule prelazi sa n
na n+1 za sve n > 1. U tom cilju, imamo:
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n+l

n
Zaibi = Zaibi ta,,b,, =
i=1 i=1

n—1 i n n—1 i
Z ((a; —a, )zbk) +a, zbk +a,,b,, = Z((ai —diy )Z b,)+
i=1 k=1 k=1 i=1 =1

n n
(an _an+1 )zbk + an+lzbk +an+lbn+l =
k=1 k=1

Z ((ai - ai+l )Zbk ) + an+l (z bk + bn+l ) =
i=1 k=1 k=1

n+l

z ((ai a4, )Zbk ) + a0 zbk :
i=1 k=1 k=1

Ovim je dokazana Abelova sumaciona formula.
Pokazimo sada kako Abelovu formulu mozemo jednostavno primjeniti za
izvodenje formule za zbir prvih n prirornih brojeva
S(n)=1+2+---+n.

Prema Abelovoj formuli je: S,(n) = Zi -1

n—1 i

S, (n) = Z((i—(i+1))21)+ni1

n—1
S, (n) :—Zi+n-n
i=1

S,(n) =-S5, (n-1)+n’
S,(n)=—(S,(n)—n)+ n’ .

Konac¢no :
n(n+1)

2

Si(n) =

Naravno, ova formula je tatnaiza n=1.
IzraGunajmo sada S, (n) . Prema Abelovoj sumacionoj formuli, je:

S, ()=

n=1

S, (n) = i((ﬂ —(i+1)2)lz_k)+n2il
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S,(n)= ni:((—2i ~1)-i)+n’

S,(n)=-28,(n-1)-8,(n-1)+n’
S,(n)=-2S,(n)+2n* —S,(n) +n+n’

38,y =n* + 207 -2 D L

1z posljednje jednakosti, konac¢no, slijedi :

S, () = n(n+ 1)6(2n +1) ,

koja je istinitai za n =1.

Posmatrajmo sada S, (n) =1 +2“ +---+n*  (k,n e N). Prema Abelovoj

formuli, redom zaklju¢ujemo:

Sem =Y. 1)

S, (n) =i((z‘" —(i+1)k)21)+nki1

k=1

= (k k k
S, (n)= Z(—(l }'" —(2}"‘* — —(k _Ji" —i)+n*" .

Kako za n>1 vrijedi S, (n—1) =S, (n)—n", to, dalje, slijedi :

k k
S () =—k(S; (n)—nk)—(zl(Sk_l (m)—n'")— --—(k_lj(Sz (m)—n")=(S, () —n)+n""

Sk(n)=i ot —(k]Sk_l(n){k}u"‘l —---—(k 2(n)+(k }« —S(m+n) (1)
k+1 2 2 k-1 k—1

Induktivno se provjerava da je

S, ()=1zasve ke N .
Koriste¢i posljednju jednakost mozemo pocevsi od §,(n), rekurzivno raCunati
S,(n), S;(n), itd. Jasno, $to je k veci , to je i raCunanje teze. Medutim, iz (1)
jednostavno zakljuujemo da za svako k€ N  postoji polinom P, (n) sa

racionalnim koeficijentima, stepena k + 1, takav da za svako n € N vrijedi

S;(m)="P,,(n).
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Vodec¢i koeficijent u polinomu P, (n) ocigledno je I a mozemo i jednostavno

izracunati koeficijent uz n* .1z (1) vidimo da je koeficijent uz n*

1 k)1 1 k(k-1)1 1 k+1 1
SR g LU (Gt R R SRS
k+1 2)k7 k+1 2k k+1 2 2

Tako smo dosli do slijedece

Teorema: Postoje racionalni brojevi a,,a,, - ,a takvi da za svako n,k € N

> n-1

vrijedi :

n 1 1 .
it = v van™ v va_n. @
b T 2

Koeficijente a,,a,, --,a, , mozemo izraCunati tako dau (2) uvrstimo prvih n
prirodnih brojeva, pa ¢emo dobiti sistem

al + a2 + ..._|_ak_1 :L]
a, 2"+ azk_2 25y a2 =L,
a-(k-D""+  a,-(k-D7+  ta, (k-1 =L,
(L, =8,(j)-—— =L je =tk
/ k+1 2

Ovaj sistem ima jedinstveno rjeSenje jer je njegova determinanta -
Vandermondova determinanta W (1,2, -,k —1) , koja je o¢igledno razli¢ita od nule.
Primjetimo da iz (2) direktno slijedi :

1 1
S(n)y=—n*+—n,
(M =2 5
tj.
n(n+1)
S,(n)=—-—=.

Na kraju, izra¢unajmo S, (7). Prema (2), je
S (n):ln4 +ln3 +an’ +a,n
3 4 2 1 2

UvrStavajuci u ovu jednakost brojeve 112 za a, 1 a, dobijamo sistem :
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1
a, + a, = Z ’
4a, + 2a, =1
koji ima rjesenje
1
a, =7 a,=0

Prema tome je :

1 1 1
S, (n) :Zn4 +—n’+—n",

2 4
tj.
n*(n+1)>*
5,0m =D
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