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O DVIJE KLASE JEDNACINA
KAO JEDNOM MATEMATICKOM PROBLEMU
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Abstract

Matematicki problem se, u sustini, razlikuje od matematickog zadatka.
Medutim, ima slucajeva kada su ta dva pojma nerazlu¢ivo bliska. U
radu su navedena dva primjera matematickih zadataka koje, kao klasu
zadataka, treba tretirati kao jedan matematicki problem. RjeSenje jednog
matematickog problema daje tehniku za rjesavanje klase matematickih
zadataka. Imamo da se rjeSavanje razli¢itih jednacina koje su oblika
fla(z)) = f(B(x)) ili f(f(x)) = =z, svodi na rjeSavanje jednacine oblika
a(z) = B(x), odnosno oblika f(z) = z, ako je funkcija f, u prvom slucaju
strogo monotona, a u drugom monotono neopadajuca. Osim toga, u radu
je ukazano i na distinkciju izmedu ove dvije klase jednacina.
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Abstract

There is difference between nouns ”mathematical problem” and ”math-
ematics task”. But, there is a situation when those notions are indis-
cernibly tied. The purpose of this paper is to express two mathematics
tasks which need to be treated as a mathematics problem. Solving of this
mathematics problem gives technique for solving of two mathematic tasks
classes. As examples, in paper we show how to solve classes of equations
fla(z)) = f(B(x)) and f(f(z)) = .
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1 Uvod

U radu se tretira, u skladu sa dostupnom literaturom o savremnom istrazivanju
matematickog obrazovanja ([2], [3], [5], [7], [9], [11], [13]), distinkcija izmedu
pojma "matematicki problem” i pojma ”matematicki zadatak”. Pojam ”prob-
lem” je 8iri od pojma ”"zadatak”. U radu se tretiraju dvije klase jednacina —
jednagine oblika f(a(x)) = f(B(x)) 1 f(f(z)) = x, pri ¢emu su f, a i § zadane
realne funkcije realne vatrijable, te se kao jedan matematicki problem postavlja
pitanje kada ¢e prethodno pomenute jednacine biti ekvivalentne jednac¢inama
a(z) = B(x) i f(x) = x, respektivno?

U drugom dijelu, sublimirajuéi literaturu [1], [3], [4], [5], [6], [7], [9], [10] i [12]
ponudena je teorijska osnova za distinkciju ovih pojmova. U treéem dijelu su
date dvije tvrdnje koje omogucéavaju rjeSavanje matematickih zadataka ove dvije
klase jednacina, po jedan egzaktan uraden primjer za svaku od tih klasa. Dato
je 1 nekoliko neuradenih primjera da se ilustruje kompleksnost ovih zadataka i
slozenost rjesavanja ovih zadataka na standardni nacin.

2 Background - teorijske osnove

Mnogi nastavnici koriste rije¢ ”problemi” da opisu zadatke u matematickim
priru¢nicima. Ali, postavlja se pitanje da li su to stvarno problemi? U ovom
dijelu bi¢e objasnjeno Sta zapravo ¢ini matematicki problem. Poceéemo s tri
Hendersonova i Pingrijeva [5] uslova za situaciju da bi postojao problem za
odredenog pojedinca:

1. Pojedinac ima jasno odreden cilj kojeg je svjestan i zeli da postigne njegovo
ostvarenje.

2. Pojavljuju se prepreke na putu ka cilju i odredeno ponasanje ili uobicajene
reakcije pojedinca nisu dovoljne za uklanjanje te prepreke.

3. Nastupa uvidaj u problem. Pojedinac postaje svjestan problema, definise
ga vise ili manje jasno, postavlja razna moguca rjeSenja i provjerava nji-
hove moguénosti.

Postoje tri kriterija u prvoj situaciji. Prvi je ta¢no odreden cilj, drugi je
da osoba mora znati koji je cilj, a treci kriterij je da osoba Zeli ostvarenje cilja.
Lester [6] je interpretirao rije¢ ”Zelja” kao ”interes osobe za rjesavanje situacije”.
Sta ako osoba nije zainteresovana? U ucionici, ako neki ucenik odbije da pokusa
rijesiti zadatak koji je nastavnik postavio (prvi i treéi kriterij nisu zadovoljeni),
onda ovi zadaci nisu problemi za ucenika. Medutim, $ta ako nezainteresovani
ucenik pokusa rijesiti zadatak (treéi kriterij je zadovoljen, ali prvi nije) jer je
ovo dio koji je Skola ili nastavnik podstakao ili nametnuo uceniku da radi? Ako
ucenik ne moze da rijesi zadatke, da li su to i dalje problemi za u¢enika? Ovo je
ozbiljan pedagoski problem. Ako zadaci nisu problem ué¢eniku, onda nastavnik
ne mora nista da uradi da pomogne uceniku. Ali, iz perspektive ucenika, ovi
zadaci su i dalje problemi jer oni imaju problem da ga rijeSe. Stoga, interes
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osobe nije kriterij da se odredi da li je data situacija problem za ucenika ili ne.
Prema Cambridge Dictionaries Online, rije¢ ”zeli” znac¢i "hoée” (sli¢no kao i u
nasim lokalnim jezicima) i osoba mozda Zeli nesto iz potrebe i odgovornosti a
ne iz interesa. Drugo znacenje "hoce ” je "treba”. U ucionici, nezainteresovan
ucenik mozda hoce ili treba da rijesi zadatke, bilo svojevoljno ili ne, i ako rijec¢
7z7eli” gledamo kao "hocée” ili ”treba” u Hendersonovom i Pingrimovom prvom
kritreriju, onda Ce situacija i dalje biti problem osobi ako ona hoce ili treba da
ostvari cilj, ali ne moze to da uradi. U biti, Reys, Lindquist, Lambdin, Smith i
Suydam [9] su definisali problem kao ”situaciju u kojoj osoba zeli nesto i ne zna
odmah kako da dode do toga”.

Drugi uslov [6] je da osoba "ne moze odmah da prede na rjesenje”. Reys je
vjerovao da ova poteSkoca zahtijeva ”kreativni napor i visok nivo razmisljanja
da bi se prevazisla”. Shoenfeld [12] takoder smatra da ”tezina treba da bude
prije intelektualni argument nego mehanicki”. On je dao primjer da bi, ako
invertiramo matricu 27 x 27, to bio dosadan zadatak za njega, ali to za njega
nije bio problem. Tako da dosada u koristenju racunskih metoda nije faktor za
odredivanje toga da li je situacija problem ili ne. A Sta ako ucenik ne zna da
invertuje matricu 27 x 277 Oni su mozda nauéili kako da invertuju 2 x 2 matricu,
ali mali broj njih zna kako da invertuju kvadratnu matricu ve¢ih dimenzija.
Problem moze biti i u proceduri. Ali, ako je to samo rutinska operacija koja
lako moze da se nade u uobicajenim priru¢nicima, onda ovaj zadatak ne bi
trebao da predstavlja problem ucenicima.

Treéi uslov [6] je da osoba mora da napravi ”isplaniran pokusaj da dode do
rjesenja”. Sta ée se dogoditi ako osoba ne pokusa rijesiti zadatak? Na primjer,
u stvarnom zivotu, ako osoba pokusa da pobjegne od svog problema umjesto
da pokuSa da ga rijesi, znaci li to da situacija vise ne predstavlja problem za
tu osobu? Zar to nije kao gurnuti problem pod tepih i praviti se da on ne
postoji, ali se postavlja pitanje da li problem stvarno ne postoji? Zamislimo
noja koji zabije glavu u pijesak kada osjeti opasnost. Dokle god taj noj ne
vidi izvor opasnosti, da li ée mu to predstavljati problem? Sto je najgore, ta
opasnost moze noja koStati zivota. Ovo se moze posmatrati na dva nacina. Sa
stanovista osobe ili noja. S jedna tacke gledanja, problema nema, ali s druge
tacke gledanja, problem je jo§ uvijek tu. Za koju perspektivu ¢emo se odluciti,
zavisi od same situacije. Ako je situacija ozbiljna, onda prvo stanoviste nece
biti od pomoéi za tu osobu, iako se moze dogoditi da se sve rijesi samo od
sebe, nakon nekog vremena. Ako se situacija ne tice te osobe, onda i¢i drugim
putem ne bi bilo od pomoéi. Na primjer, postoji mnogo pitanja u fizici na koja
ne znamo odgovor, i da su ova pitanja problemi znacilo bi da imamo mnogo
problema u zivotu. To bi bilo jako tesko, ali nas se mozda ti problemi ne ticu.
Tako da, koju ¢emo perspektivu odabrati, zavisi od toga da li se situacija tice
nas ili koliko je ozbiljna. U ucionici, ako uc¢enik ne pokusa da rijesi zadatke
koje je nastavnik postavio, onda s prve tacke gledista, ovi zadaci nisu problemi
uceniku. Ali da li ovo pomaze uceniku?

Vidjeli smo formu problema s tacke gledista uc¢enika. Sada ¢emo pogledati sa
strane nastavnika. Kada nastavnik napravi ili odabere zadatak za svoje odje-
ljenje, on ¢e obi¢no napraviti zadatke prema prosje¢nim ucenicima u odjeljenju.
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Ali ako prosjec¢ni ucenici nisu zainteresovani za bilo kakav rad, onda zadatak nije
problem ucenicima. Da li to znaé¢i da ¢e nastavnik postaviti veoma komplek-
san zadatak budué¢i da im to ne predstavlja problem. Sa stanoviSta nastavnika,
prilikom odlué¢ivanja koji je zadatak prikladan za odjeljenje, korisnije bi bilo
da se koristi Hendersonov i Pingrimov [5] drugi uslov, da je zadatak problem
nekome, ako osoba ne moze odmah preé¢i na rjeSavanje. To Sto ucenici zele
da urade zadatak ili ta¢nije pokusaju da ga rjeSe ne bi trebalo da bude faktor
pri odluc¢ivanju da li ¢e zadatak predstavljati problem prosje¢nim ucenicima u
razredu. Naravno, ako ucenik ne zeli da uradi zadatak, onda ¢e se to ticati
nastavnika, ali to je ve¢ sasvim drugi problem za nastavnika.

Neki prosvjetitelji ne prave razliku izmedu istrazivanja i istrazivackih za-
dataka. Na primjer, Orton i Frobisher [7] su poredili razlike izmedu problema
i istrazivanja, dok Evans [4] razlikuje rjesavanje problema i istrazivanje. Ipak
postoji razlika izmedu problema i rjeSsavanja problema. Problem se odnosi na
situaciju koja je problemati¢na za osobu, a u ucionici, obi¢no se odnosi na dati
zadatak, dok se rjeSavanje problema odnosi na sam proces rjesavanja. Ako
rjeSavanje problema gledamo kao aktivnost, onda to ukljucuje i problem i pro-
ces kojim se on rjeSava. Slicno tome [3], postoji razlika izmedu istrazivackog
zadatka i procesa istrazivanja. Ali proces istrazivanja moze jednostavno biti naz-
van ”istrazivanje”. Prema tome, ako je istrazivanje posmatrano kao aktivnost,
onda ¢e to ukljucivati i istrazivacki zadatak i proces istrazivanja. Stavise,
u matematickom obrazovanju, ponekad se ”istrazivanje” odnosi na same is-
trazivacke zadatke. U ovom radu, kontekst ¢e odluciti da li se termin "istraga”
odnosi na istrazivacke zadatke ili proces istrazivanja, ili oboje.

U svemu navedenome, mogu se naéi bar tri razlike izmedu istrazivackih za-
dataka i zadataka za rjesavanje problema (u nasoj nastavnoj praksi uobicajeno
je da se zadaci za rjesavanje problema nazivaju 'problemski zadaci’).

1. Istrazivacki zadaci imaju otvorenije ciljeve nego zadaci za rjeSavanje pro-
blema.

2. Istrazivacki zadaci vode ka istrazivanju, $to je drugacija aktivnost bududi
da razli¢iti uc¢enici mogu postaviti razne ciljeve, dok zadaci za rjesavanje
problema vode ka rjesavanju problema $to je kraca aktivnost [4], buduéi da
postoji samo jedan cilj koji treba da se ostvari, iako rjeSavanje problema
moze da se prosiri.

3. Istrazivacki zadaci ukljucuju i postavljanje problema i njegovo rjesavanje,

ali zadaci za rjesavanje problema (tj. ’problemski zadaci’) podrazumije-
vaju uglavnom rjeSavanje problema.

3 Primjeri

3.1 Prva klasa zadataka

U sljedeéim zadacima treba rijesiti zadanu jednacinu.



O dvije klase jednacina kao jednom matematickom problemu 9

1. *Vad — 22 + T+arctg(2® —22+1) = **Vab — 22 + 2+arctg(2® —22+2)
2. 57 4 arctg(sin? ) = 290571 4 arctg(2cosz — 1)
N e =

O ovim jednacinama pisali su Potopov i Sevkin [8]. Svi gore postavljeni zadaci

su oblika
fla(z)) = f(B(x)),

pri ¢emu je funkcija f strogo monotona. Zaista, na primjer, u prvom zadatku
je:

flu) = *%/u + arctg u, a(z) =2° — 2% 4 1, B(z) = 2° — 22 + 2.

U daljem ¢emo dati opsti postupak za rjesavanje ovakvih jednacina. Defini-
rajmo prvo ekvivalentne jednacine.

Definicija 3.1 Za dvije jednacine kaZemo da su ekvivalentne ako je svako
rjesenje jedne jednacine ujedno i rjesenje druge, i obratno.

Rjesavanje razli¢itih jednacina oblika f(a(z)) = f(B(z)), gdje su o, B i f
realne funkcije, svodi se na rjeSavanje jednacine oblika

ako je funkcija f strogo monotona. To pokazuje sljedeé¢a tvrdnja.

Teorem 3.1 Neka je funkcija
ffR—=R

strogo monotona na segmentu A. Tada su jednacine (sistemi)

(1) fla(z)) = f(B(z)), a(z) € A, B(z) € A
(2) afz) = B(z), a(z) € A, B(z) € A
evivalentne.

DoxkAaz: (a) Neka je ¢ rjeSenje jednacine (1). To znaci da postoje realni brojevi
u = at) iv = p(t), koji leze u segmentu A, takvi da vrijedi f(u) = f(v).
Dokazimo, sada, da je u = v.

Pretpostavimo suprotno da je u # v. Radi odredenosti mozemo pretpostaviti
da je u < v. Tada zbog stroge monotonosti funkcije f na segmentu A imamo
da je f(u) < f(v).

Analogno se dobija protivrjecnost, ako se pretpostavi da je v < u.
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Dobivene protivrjetnosti obaraju pretpostavku da je u # v, pa zato mora
biti u = v. Dakle, ¢ je i rjeSenje jednacine (2)

(b) Ako je y rjesenje jednacine (2), to znaci da postoje brojevi u = a(y) i
v = B(y) koji leze u segmentu A, takvi da je u = a(y) = B(y) = v. Slijedi da je
if(u) = f(v), tj. f(a(y)) = f(B(y)). To znati da je y takoder rjesenje od (1).
O

Ova tvrdnja nam omoguéava da rjeSavamo znacCajan broj jednacina cije
rjeSavanje bi, inace, bilo znatno otezano.

Primjer 1 Rijesiti jednacinu
1 1
V2r2 —4x+5 V241

(3) Va2 +1—1/222 — 4z +5 =

RJESENJE: Zapi§imo jednacinu (3) u obliku

1 1
(4) Y Y Py Py R S—
2 +1 V222 —4x +5

Kako za proizvoljno x € R imamo da je
z24+1>1 i 222 —dx+5>3> 1,

to stavljajuéi

1
a(e)=2*+1,  Bz) =22 -4z +5, f(u):\/ﬂ+ﬁ7
dobijamo da je jednacina (4) ekvivalentna sistemu

() fla(x)) = f(B(z)),  al@) =1,  Bx)=1

Kako je definiciono podruéje funkcije f(u) interval (0, +00) i f (u) = 2“;13 >0
za u > 1, to funkcija f(u) strogo raste na intervalu J = [1,4o00). Zbog toga je,

prema Teoremu 3.1, sistem (5) ekvivalentan sistemu

(6) a(z) = B(x), a(z) > 1, B(x) > 1.

Uzimajuéi u obzir da su nejednakosti 22 4+1>11i222—4x+5 > 1 tacne za
bilo koje = € R, to je sistem (6) ekvivalentan jednacini

(7) 2?2 +1=22% —4a +5.

Jednacina (7) ima jedinstveno rjesenje x = 2, pa prema tome i jednacina (3)
takoder ima to jedinstveno rjesenje. O



O dvije klase jednacina kao jednom matematickom problemu 11

3.2 Druga klasa zadataka

Pogledajmo sljede¢e matematicke zadatke u kojima treba rijesiti dane jednacine.
L (2> +6)%+6 =u1;
2. (23 — 322 + 32)% — 3(2® — 322 + 32)? + 3(23 — 322 + 3x) = x;
3. sin?(sin’z) = z;

4. /2 —2+/2 —2x = x.

Ovo su primjeri jedna¢ina ¢ije se rjesavanje svodi na rjesavanje matematickog
problema u kojem se postavlja pitanje kada ¢e jednacina oblika

(8) f(f(z)) ==,

gdje je f neka funkcija realne varijable, imati rjesenje.
Uporedo s jedna¢inom (8) posmatrajmo i jedna¢inu

9) flx) = .

Kao sto je ocigledno, proizvoljno rjesenje jednacine (9) je ujedno i rjesenje
jednacine (8). Pokazimo pod kojim uslovima nametnutim nad funkciju f vrijedi
obratno.

Teorem 3.2 Ako je funkcija f monotono neopadajuéa na skupu A, koji sadrzi
skup X, takav da
Ve A = f(z) € X,

tada su jednacine

f(f(@) =2 i fl@) ==
ekvivalentne na skupu A.

Doxkaz: Neka je funkcija f onotono neopadajué¢a na skupu A i neka vrijedi
Vo e A = f(z) e X.

Neka je t(€ A) korijen jednacine (8), tj. neka vrijedi f(f(t)) = t. Pretpostavimo
da je tada f(t) #t. Ako je f(t) > t tada bi, zbog monotonosti funkcije f moralo
biti f(f(t)) > f(t), odakle bi slijedilo da je f(f(t)) > t, 8to je u suprotnosti s
pretpostavkom da je f(f(t)) =t. Ako je f(t) < ¢, to bi uzimajuéi u obzir da je
fit) e X it e A, zbog monotonosti funkcije f slijedilo da je f(f(t)) < f(t), sto
bi onda davalo f(f(t)) < t.

Dobivena protivrjeénost obara pretpostavku da je f(t) # ¢, pa mora biti

f@) =t O
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Primjer 2 Naéi sva rjesenja jednacine

(10) tg(tg(x)) = =

koja se nalaze u intervalu A = (=75, 7).

RJESENJE: Funkcija f(x) = tgz je strogo rastuéa na skupu A C (—1,1). Zato
je, prema Teoremu 3.2, jednacina (10) ekvivalentna jednacini

(11) tgr = x

na skupu A. Jednacina (11) na skupu A ima jedinstveno rjesenje 2 = 0, pa zato
i jednacina (10) ima to jedinstveno rjesenje. o

Prirodno se postavlja pitanje da li tvrdnja vrijedi ako funkcija f nije rastuca,
nego je opadajuca. Odgovor na to pitanje daje sljede¢i primjer.
Primjer 3 Neka je zadana funkcija f: R — R gdje je
Da li su jednacine
f(f@) == i fla) ==
ekvivalentne?

RJESENJE: Funkcija f(z) = v/1 — z je strogo opadajuéa na skupu R i vrijedi
f(x) € R za svako x € R. Jednacina f(z) = = ima oblik

Vi—-z=x
i ekvivalentna je jednacini
4 —1=0,

koja ima jedinstven korijen x = ¢ € (0, 1).
S druge strane, jednacina f(f(x)) = x je oblika

1-YT-z=q
i ima, osim rjeSenja x = t, takoder i rjeSsenja x = 0 i £ = 1 koja nisu rjesenja
jednacine /1 —x = x.
Dakle, jednacine /1 —z =z i v/1 — /1 — x = x nisu ekvivalentne. ad
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3.3 Komentar

Tako na prvi pogled matematicki zadaci ove dvije klase jedancina izgledaju
kao dril-zadaci oni to, ipak, nisu. To su, prema uobicajenim klasifikacijama
matematickih zadataka, nestandardni zadaci. Davanje ovakvih zadataka uceni-
cima omogucava nastavnicima da identifikuju strategije rjeSavanja matematickih
zadataka kojima bi trebalo da ucenici vladaju. Nestandardnost ove dvije klase
jednacina ogleda se u znatnoj kompleksnosti njihovog rjesavanja na standardan
nacin.

Dakle, sta je u nasem slu¢aju matematicki problem? Istaknimo prvo ¢injenicu
kojom raspolazemo. Buduéi je f funkcija, to vrijedi

u=v = f(u)=f(v)
U naSem slucaju, imamo implikacije

a@) = Ba) = fla(@) = [(B(x)),
f@)=2 = f(f@) =2

Prema tome, matematicki problem je: Kada ¢e vrijediti obrati gornjih imp-
likacija? Vidjeli smo da u prvom slucaju (Teorem 3.1) funkcija f mora biti strogo
monotona, dok u drugom (Teorem 3.2) mora biti monotono neopadajuéa da bi
jednacina oblika f(a(z)) = f(B(x)), odnosno jednacina oblika f(f(x)) = z, bila
ekvivalentna manje kompleksnoj jednaé¢ini a(z) = B(x), odnosno f(x) = x.

Nastavnici matematike bi trebalo da zadaju ucenicima matematicke za-
datke izabrane i/ili dizajnirane oslanjajuéi se na poznavanje ucenickog razu-
mijevanja, interesa i iskustva, poznavanja nivoa i diverziteta ucenickih nacina
ucenja matematike, te da, izmedju ostalog, angazuju ucenicki intelekt, stvaraju
adidakticke situacije kojima se omogucava razvoj matematickog razumijevanja
i ovladavanja matematickim vjeStinama te stumulisu ucenike da prave konek-
cije sa koherentnim shemama matematickih ideja. Procjenjujemo da su ovdje
navedene dvije klase matematickih zadataka dobro sredstvo za identifikaciju
ovladanim sposobnostima rjesavanja nestandardnih zadataka. Naravno, nije za
ocekivati da ovakve zadatke ucenici rjesavaju bez poznavanja tvrdnji iskazanih
u Teoremima 3.1 1 3.2.

Na kraju, istaknimo da nam u ovom tekstu nije bila namjera da damo
metodicki okvir mogucénosti koristenja ovih jednacina u nastavi kao problem-
skih zadatka

Zahvala. Autori se zahvaljuju recenzentima na primjedbama koje su znatno
podigle kvalitet clanka.
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