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ZNACAJ GEDELOVE TEOREME O NEPOTPUNOSTI
U MATEMATICI I RACUNARSTVUI

Filip Morid@, Ilija Lalovi@

Abstract

Raspravljamo o implikacijama i znacaju Gedelove teoreme za osnove
i dalji razvoj matematike i racunarstva, realizaciju Hilbertovog programa
formalizacije matematike i potrebe za novim aksiomama u matematici.
Takodje raspravljamo o moguénostima da se Gedelov rezultat o nekom-
pletnosti ubroji u argumente za tezu da rasudjivanje covjeka ne moze biti
konstruisano izvodjenjem na ra¢unaru.

Abstract

The article discusses the implications and significance of Godel’s the-
orem for the foundations and further development of mathematics and
computer science, the realization of Hilbert’s program of the formaliza-
tion of mathematics and the need for new axioms in mathematics. There
is also a discussion of the possibilities for including Gédel’s results on in-
completeness in arguments for the thesis that human reasoning cannot be
constructed by deduction on a computer.
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1 Uvod

Implikacije i znacaj Gedelovih rezultata se Gesto pogre$no shvaéaju u raznim
aspektima. Gedelov rezultat je ispravno prihvatiti kao pokazivanje sustinskih
ograni¢enja formalnih deduktivnih sistema. Naime, u svakom deduktivnom sis-
temu u kojem postoji efektivna procedura za odlu¢ivanje da li je predlozeni
dokaz zaista dokaz, a takodje moguénost predstavljanja elementarne aritmetike
ili pojmova kombinatorike, postoje iskazi koji nisu dokazivi i nisu oborivi u tom
sistemu.

Iz ove formulacije se ne vidi konstruktivna priroda originalnog dokaza, u ko-
jem se ne koristi pojam istine. Zahvaljujuéi ovoj osobini konstruktivnosti rezul-
tat je uzdrmao Hilbertov finitisticki program u osnovama matematike. Ipak,

IRad je nastao prosirenjem dijela diplomskog rada [16]

2FEcole Polytechnique Fédérale de Lausanne, EPFL SB IMB DCG MA B1 537 (Batiment
MA) Station 8 CH-1015 Lausanne, e-mail: filip.moric@epfl.ch

3Prirodno-matematicki fakultet, Mladena Stojanoviéa 2, 78000 Banja Luka, e-mail:
ilalovich@yahoo.com



16 F. Morié¢, I. Lalovi¢

posto se na neki na¢in uvijek zna ta¢nost nezavisnog iskaza o kojem govori Gede-
lova teorema, to se moze reéi da Gedelov rezultat o nezavisnosti nije radikalan.
Tako rezultat ima dubok znacaj u osnovama matematike i za nase razumijevanje
formalnih sistema, on je imao vrlo mali uticaj na dana$nju matematicku praksu.

U novije vrijeme ponovo se pojavio medju matematicarima interes za Gede-
lovu teoremu i posebno za preciznije odredjivanje njenog mjesta u odnosu na
najnoviji napredak matematicke logike. U te tendencije se uklapa i cilj naSeg
rada. Na nas rad su imali uticaja stariji rezultati [4l, [I3] [7, 111 20, 2], kao i
novije koncepcije [I, B 5l [6] 15, 17]. Koristeni osnovni pojmovi matematicke
logike, algebre, naivne teorije skupova i osnova teorije programiranja mogu se
naéi u [14] 19, 22| [12].

Odnos Gedelove teoreme i nekih novih koncepta savremene matematicke
logike, kao §to je linearna logika, kvantna logika, njihove veze sa teorijom neko-
mutativnih operatora i kvantnom mehanikom, pojmove objektivine i subjek-
tivne istine [2, 10, 9] 8], ovaj put smo izostavili i planiramo ih se dotaé¢i u nekom
buduéem radu.

2 Dali je pao Hilbertov ’non ignorabimus’ ?

U svom znamenitom izlaganju na Medjunarodnom kongresu matematicara u
Parizu 1900. godine David Hilbert je izmedju ostalog rekao:

”Uzmite bilo koji poznat nerijeSen problem, kao $to je pitanje ira-
cionalnosti Ojler-Maskeronijeve konstante C' ili egzistencije beskonacno
mnogo prostih brojeva oblika 2™ + 1. Koliko god nam ovi prob-
lemi izgledali nepristupacni i koliko god mi bili bespomoéni pred
njima, mi uprkos tome imamo ¢vrsto ubjedjenje da njihova rjesenja
moraju predstavljati konac¢an niz ¢isto logickih zaklju¢aka. Ovo ub-
jedjenje u rjesivost svakog matematickog problema mocan je pod-
strek rjesavaocu. Mi ¢ujemo u sebi vjeCiti poziv: Tu je problem.
Trazi njegovo rjeSenje. Moze$s ga nadi Cistim rezonovanjem, jer u
matematici ne postoji ignorabimus.”

Ovdje je izrazen Hilbertov optimisticki 'non ignorabimus’. Hilbert je aludirao
na staru izreku ’ignoramus et ignorabimus’ (ne znamo i nikad neéemo znati)
koju je fiziolog Emil Di Bua-Rejmon iskazao 1872., govoreéi o nasem znanju o
ljudskoj svijesti.

Vazno je naglasiti da Gedelova teorema ni u kom slucaju ne odbacuje Hilbertov
optimisticki pogled. Jedino $to ona utvrdjuje je da Hilbertov optimizam ne
moze biti utemeljen na bilo kom kona¢nom formalnom sistemu unutar koga bi
svi matematicki problemi bili rjesivi, ¢ak ni ako se bavimo samo aritmetickim
problemima.

2.1 Da li su matematici potrebne nove aksiome?

Od vremena kada je doSsao do svojih rezultata o nepotpunosti 1931. godine
do kraja svog zivota Gedel je intenzivno tragao za novim aksiomama koje bi



Znacaj Gedelove teoreme o nepotpunosti u matematici i ra¢unarstvu 17

odlucile trenutno neodluc¢ive aritmeticke probleme. Od 1947. kad je objavio
svoj neobi¢ni ¢lanak ”Sta je Kantorov problem kontinuuma?”, takodje je isticao
poziv za pronalazenje novih aksioma koje bi mogle dokazati ¢uvenu hipotezu
kontinuuma. Ukazivao je na Seme visih beskonacnosti u teoriji skupova kao na
pravac u kom treba traziti te nove principe.

Posljednjih godina uradjeno je dosta stvari relevantnih za Gedelov program, ali
ne postoji saglasnost oko toga kakve zakljucke treba izvesti iz tih rezultata. Up-
rkos znac¢ajnom progresu u nadogradnji teorije skupova, hipoteza kontinuuma
je i dalje neodluc¢iva/nezavisna. To izaziva sumnju u osnovanost Gedelovog pro-
grama. S druge strane, u oblasti teorije brojeva nije poznat nijedan problem
od interesa u uobic¢ajenom smislu rije¢i (recimo, problem koji je nastao izvan
konteksta price o Gedelovoj teoremi), a za koji je dokazano da je neodluéiv.
Stavise, Torkel Francen [5] smatra da bi dokaz da je hipoteza o prostim bro-
jevima blizancima neodlu¢iva u ZFC bio matematicka senzacija uporediva sa
otkri¢em napredne podzemne civilizacije na planeti Mars! Gedelova teorema
ne daje osnova za pretpostavku da je bilo koji od otvorenih problema teorije
brojeva neodluciv i da kao takav zahtijeva nove aksiome.

Solomon Feferman u svom ¢lanku [4] zaklju¢uje da je problem kontinuuma na-
jvjerovatnije neodredjen problem u tom smislu da ga nijedna nova aksioma nece
moc¢i definitivno rijesiti. Takodje, on smatra da nove aksiome nisu potrebne
matematici s prakticne tacke gledista, iako postoji znacajan teoretski interes za
potragu za novim aksiomama.

2.2 Druga Gedelova teorema o nepotpunosti

Gedel je prvi put prezentovao dokaz svoje teoreme o nepotpunosti na konferen-
ciji ”Epistemologija egzaktnih nauka” 1930. godine, sa samo 24 godine. Medju
prisutnima je bio madjarski matematicar Dzon fon Nojman, tri godine stariji od
Gedela, poznat po anegdotama o njegovoj sposobnosti munjevitog apsorbovanja
matematike. Ispostavilo se da je on bio jedini ucesnik koji je odmah razumio
Gedelov dokaz. U tom trenutku Gedel jos uvijek nije bio dosao do druge teo-
reme. Razmisljajuéi nakon predavanja o Gedelovom dokazu, Fon Nojman je
ubrzo shvatio vaznu ¢injenicu koju je u to vrijeme uvidio i sam Gedel:
Oznacimo sa Cong iskaz 7S je konzistentna” formalizovan u jeziku S.
Recenica G je konstruisana tako da je ekvivalentna sa ”G nije dokaziva u S”.
Prva teorema tvrdi:

” Ako je S konzistentna, onda G nije dokaziva u S.”

Kljucna stvar je zapazanje da se ta implikacija moze dokazati unutar S, tj.
dokaz prve teoreme se moze formalizovati u PA.

Sad ako bi se u S moglo dokazati Cong, tada bi se moglo dokazati i ”G nije
dokaziva u S” (jer se prva teorema dokazuje unutar S), a samim tim bi se
dokazalo G, pa bi slijedilo da .S nije konzistentna. Dakle,

Theorem 2.1 (Druga teorema o nepotpunosti) Ako je S konzistentna teorija
(koja sadrzi PA), tada se u S ne moZe dokazati Cong .
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U svoj rad iz 1931. Gedel je uvrstio i ovu teoremu, s tim $to je njen dokaz samo
skicirao. Ono $to nije dokazao bila je ¢injenica da se dokaz prve teoreme moze
formalizovati u PA. Planirao je da da kompletan dokaz u drugom dijelu rada.
Medjutim, drugi dio se nije nikad pojavio, jer je Gedelov dokaz bio dovoljno
uvjerljiv za Citaoce, a takodje 1939. u knjizi Grundlagen der Mathematik P.
Bernejsa i D. Hilberta [I3] dat je detaljan dokaz.

Rezultat Druge teoreme za slucaj S = PA moze se parafrazirati kao:

7 Ako je aritmetika konzistentna, onda ona ne moze dokazati svoju
konzistentnost.”

Nazalost, pretezno u popularnoj literaturi, pojavila se masa besmislenih reflek-
sija 0 ovoj temi, najcesée kod pisaca koji uopste ne razumiju o ¢emu se tu govori.
Vidjene su tako neodgovorne izjave tipa

"Prema Gedelovoj drugoj teoremi, mi nikad neéemo znati da li je
aritmetika konzistentna ili ne.”

Sliéni iskazi predstavljaju potpun promasaj. Sasvim je jasno da bi od svih
mogucih i nemoguéih dokaza da je aritmetika konzistentna za nas ubjedljivo
najmanji znacaj imao dokaz koji bi dala aritmetika sama.

Tacno je da se Gedelovi rezultati odnose samo na formalne sisteme. Problem
je Sto mi, ako zZelimo da bilo §ta objasnimo na nivou danasnje nauke, pris-
tupamo formalizovanju ili matematiziranju novog pojma. Inace smo u domenu
pjesnickih imaginacija ili filozofskih spekulacija. Prilikom formalizovanja neizbjezno
dolazimo do problema kojim nas ogranic¢ava Gedelova druga teorema. Ipak, ako
mozemo dokazati konzistentnost teorije u kojoj se dokazuje konzistentnost for-
malizacije koja nas zanima, onda Gedelova druga teorema ne stavlja pred nas
neke ozbiljne probleme. U sekciji Bl dajemo jos detalja o ovoj temi.

2.3 Konzistentnost aritmetike

Gerhard Gencen je 1936. godine u radu [7] dokazao konzistentnost aritmetike
prvog reda koriste¢i kombinatorne metode. U sustini, rezultat je skoro trivi-
jalan, jer konzistentnost aritmetike se moze lako dokazati koriste¢i ”soundness”
argument: aksiome su tacne (u podrazumijevanoj interpretaciji jezika koji raz-
matra), pravila izvodjenja o¢uvavaju istinitost i nijedna kotradikcija nije istinita,
pa nijedna kontradikcija ne slijedi iz aksioma arimtetike prvog reda.

Ono $to ¢ini Gencenov dokaz interesantnim je to $to on pokazuje ne samo da je
aritmetika prvog reda konzistentna. On pokazuje da je konzistentnost dokaziva u
okviru druge teorije, primitivno rekurzivne aritmetike, sa dodatnim principom
kvantifikator-slobodne transfinitne indukcije do €¢y. Princip KSTI kaze da za
proizvoljnu formulu A(z) bez ograni¢enih promjenljivih vrijedi transfinitna in-
dukcija do €y . Da bi se izrazili ordinali u jeziku aritmetike potrebna je notacija,
tj. neki nacin pridruzivanja prirodnih brojeva ordinalima do ¢y. Jedan moguéi
nacin za to daje Kantorova normalna forma. Gencen je dokazima iz aritmetike
prvog reda pridruzio ordinale do €j i pokazao da ako postoji dokaz kontradikcije,
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tada postoji beskonacan opadajuéi niz ordinala do €y produkovan primitivno-
rekurzivnom operacijom na dokazima koji odgovaraju kvantifikator-slobodnoj
formuli.

Gencenov dokaz istice jedan obi¢no nezapazen aspekt Gedelove druge teoreme.
Cesto se moze ¢uti da konzistentnost teorije moze biti dokazana samo u jacoj
teoriji. Medjutim, primitivno-rekurzivna aritmetika sa KSTI do ¢ je teorija
neuporediva sa aritmetikom prvog reda.

Gencenov dokaz je prvi primjer tzv. ordinalne analize u teoriji dokaza. U
ordinalnoj analizi snaga teorije se mjeri tako sto se utvrdi do kog konstruktivnog
ordinala je teorija u stanju da dokaze transfinitnu indukciju. Konstruktivni or-
dinali su oni koji odgovaraju rekurzivnim dobrim uredjenjima na w .

Paris i Kirbi su u [I7] pokazali da Gudstajnova teorema moze zamijeniti trans-
finitnu indukciju do €q .

U zanimljivom istrazivanju Paris i Tavakol, u [I8], posmatraju algoritam koji
generise Gudstajnove nizove kao dinamicki sistem (G-sistem.) Ovaj sistem
je deterministicki, ima jednostavan globalan atraktor (koordinatni pocetak),
super-osjetljiv je na promjene pocetnih uslova i ima veoma duge prelaze (duzina
ne-nula dijela Gudstajnovog niza). Time se G— sistemi znatno razlikuju od
uobicajenih dinamickih sistema, koji su stohasticki, imaju ¢udne atraktore i rel-
ativno kratke prelaze (u poredjenju sa G—sistemima). Termin “super-osjetljive”
zavisnosti od pocetnih uslova Paris i Tavakol koriste jer veliki dijelovi susjednih
trajektorija divergiraju sa "rastom koji kao funkcija pocetne tacke m, eventu-
alno dominira svaku primitivno rekurzivnu funkciju” ([I8], str. 84). Autori
sugerisu da bi se G—sistemi mogli koristiti kao modeli rapidno rastuc¢ih sistema,
kao $to je univerzum, za koji se vjeruje da se rapidno rasirio prilikom njegovog
nastajanja.

3 Moze li racunar zamijeniti matematicara?

Postoje tvrdnje da racunarski program koji proizvodi ili trazi dokaze ne moze
dostiéi rezultate koji su dostizni za matematicara angazovanog u dokazivanju
teorema matematickim rasudjivanjem. Necemo se baviti sirim filozofskim imp-
likacijama koje ova teza moze imati, ve¢ ¢emo razmotriti znacaj koji ova teza
ima sama po sebi.

Postoje dvije vrste argumenata za tezu. Prvo, moze se smatrati da program
koji dokazuje teoreme (dokaziva¢ teorema) trazi teoreme u nekom formalnom de-
duktivnom sistemu. Drugo, za svaki formalni deduktivni sistem postoji iskaz, na
pr. Gedelov iskaz koji za sebe kaze da je nedokaziv u tom sistemu, koji ne moze
biti dokazan u tom sistemu, ali ¢ija istinitost moze biti izvedena matematickim
rasudjivanjem. Prvi argument je prihvatljiv, jer kompjuter generiSe rekurzivno
prebrojiv skup iskaza, a zatvorenje ovog skupa u odnosu na logicku implikaciju
moze se posmatrati kao skup teorema nekog formalnog deduktivnog sistema.
Drugi argument je diskutabilan. Istina je da za svaki formalni deduktivni sistem
T postoji iskaz o njegovoj konzistentnosti C'(T'), koji ostaje izvan toga sistema.
Ako kompjuter zna samo ono §to moze dokazati, onda on ne moze znati da
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je konzistentan. Matematicar, sa druge strane, pozivajuéi se na ”soundness”
i koristeéi koncept istine, moze utvrditi konzistentnost formalne deduktivne
teorije. Za to treba utvrditi da su tacne aksiome teorije u podrazumijevanoj
interpretaciji jezika koji razmatra i da pravila izvodjenja cuvaju tacnost. Dakle,
sve Sto dokaze iz aksioma primjenom pravila izvodjenja, bi¢e tacno.

Na osnovu gornjeg rasudjivnja moglo bi se tvrditi da mogucénost pristupa
konceptu istine daje matematicaru prednost nad kompjuterom. Ipak, to nije
istina, jer u istom smislu u kome izvodi sintaksne manipulacije, kompjuter moze
podrzati i semanticke pojmove. ”Soundness” argument moze biti formalizovan
u bogatijem sistemu, u kome moze biti definisan predikat istine za jezik teorije
T. Klauzule definicije istine su izvodljive kao teoreme u drugom sistemu, pa je
izvodlji i iskaz da je svaki iskaz izvodljiv u T' tacan, dakle nekontradiktoran.
Dakle, pozivanje na istinu je pogresno.

Iako se T moze prosiriti dodavanjem Con(T') kao dodatnog aksioma, konzis-
tentnost novog sistema je izvan njegove dohvatljivosti. Tako imamo sistematski
nacin da prihvatljiv sistem prosirimo u stroziji prihvatljiv sistem. Ovo ne obara
argment da kompjuter ne moze zamijeniti matematicara, jer ostaje ¢injenica da
jedan kompjuter ne moze potpuno pokriti §to jedan matematicar moze uraditi.

Ako bi neki kompjuter obuhvatio svu matematiku mi bismo mogli na os-
novu empirijskih eksperimenata ili na neki drugi nacin vjerovati u njegovu
konzistentnost. Da bismo na matematickim osnovama vjerovali u konzistentnost
nekog programa, moramo razumjeti kako taj program radi. Kada je u pitanju
univerzalni kompjuter, takvo razumijevanje je izvan nasih moguénosti. Takav
kompjuter je previse kompleksan da bi ga prihvatili kao objekt matematickog
razmisljanja. Nije u pitanju veli¢ina nase memorije, veé¢ principijelno ogranicenje
koje proizilazi iz Gedelove teoreme, slicno kao gornja ogranic¢enja u teoriji kom-
pleksnosti.
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