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Heko1uKo pa3jiM4uTHX HAYMHA
pelIaBamba jeJHOI TeOMETPHjCKOT 3a/1aTKA

Caahana baouh
[Mpupoxno-maremaTnuku dakynrer, 78000 bama Jlyka
Munanena CrojanoBuha 2, B&X
e-mail: sladjanababic71@yahoo.com

Caxerak: Y TeKCTy pa3maTpaMO Ha BUIIE HayMHA jeJaH
3ajaTak M3 reoMerpuje. Yerupm pemema Cy UYHUCTO
T€OMETPUjCKA, JE€AHO € TPUTOHOMETPH]CKO, a TPU CY
aHaUTUYKa (JBa HAa KOMIUIEKCHO] paBHM, a jETHO Y
JlexapToBOj paBHM).

3ajarak u peuiema
Y OBOM TEKCTy JaTo je HEKOJIMKO pellierha cieeher 3amaTka:

V jeonaxoxpaxom mpoyeny ABC ca ocnosom BC yeao npu epxy A jeouax je
80° YV ynympawrocmu mpoyena ABC oama je mauxa M maxea oa je yeao
AMBC =30° uyeao AMCB =10°. Haliu ¢enuuuny yena AMC.

OBaj 3amatak je OMO 3aJaT Ha PEenyOJUYKOM TAKMHYCHY U3 MaTeMaTHKe 3a
cenmu paspen 2008. roauHe (JOAyIIE ca HEIITO IPYyradMjuM oOeleKaBameM
TeMeHa). Pememe Koje cieau je mpeuioKeHo Ha TOM TaKMHUYeHbY, a Hala3uMo ra
uy [2] ctp. 84. T1j. 92. Pemewme Kkoje ciemm Oasupa ce Ha TOIYAAPHOCTH

TPOYIJIOBA.

A Pememe 1.

Heka je D momHOXje BUCHHE U3
Bpxa 4 Ha ocHoBully BC Tpoyria
ABC wm Heka je Tauka N mpecek
npasux AD u BM. Tama je yrao
ACMN cnospammsyu 32 TPOYrao
BMC ma je jemnak

XCMN = XMBC + £MCB = 40°.
Takohe je ANAC =40° jep je
[IOJIOBUHA yTJIa IIPU BPXY jeIHAKO-
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kpakor tpoyria ABC. Tlomro N € AD tpoyrao BCN je jeqHaKOKpaku, ma je

XNCB = XNBC =30°. Onasze je:

ANCM = XNCB - AMCB =20°.

[Ipeocraje na je:

KACN = XACB - ANCB =20°.

Cana nmamo

AMNC =180° - ANMC - ANCM =120°

)54

KLANC =180°— XNAC — ANCA =120°.
Haxye Tpoyrao MNC je moxynapan ca Tpoyriiom ANC jep je
XANC = XMNC =120°,
KLACN = AMCN = 20°
u NC=NC. U3 Te mogymapHOCTH 3aKkJpydyjeMo na je AC=MC ma je Tpoyrao
ACM jennaxoxpaku ca yriom mpu Bpxy XACM =40°. Jlakine yrioBu Ha
meroBoj ocHoBuim ¢y XAMC = XMAC =70°. Kpaj pemema |

Cnenehe penieme je 00jaB/beHO y pyckoM yacomnucy ,,Kpant 1996. roaune.
basupa ce Ha Be3u u3Mel)y IEHTpasHOr M NEpU(EPUjCKOT yria Hal HCTOM

TETHBOM.
Pemieme 2.
A
:'1;,
30° 1 ;
¢ - >
B C
0
X

Hexka je O uenrtap xpyxHune k
onucane oko tpoyria BMC. Tana je
AMOC =2XMBC =60° jep cy
yrnosu XMOC u XMBC , penom
LUEHTpaHH © Tnepudepujcku  Haj
tetuBoM MC xpyxuuue k. [lomro je
MO = OC cnemu pa je Tpoyrao
MOC jemnaxoctpanndaH. Takohe je
AXBOM  uenTtpamnu  IOK  je
ABCM nepudepujcku HaJ
TeTUBOM BM KpyXHHUIIE k, T1a je

£BOM =2£BCM =20°.

| Cama umamo nma je XBOC =80°,

mna TIOILITO cy OCHOBUIIE
jenHakokpakux TpoyriaoBa ABC u
OBC jennake (to je nyx BC), kao
ITO Cy MM M YIJIOBU IIPH BpPXY
jenHaku (3.
XBAC = XBOC =80°) umamo na
cy TpoyrmoBu ABC wu OBC

nonynapan, ma je u AC=0C. W3 ummenune npa je tpoyrao MOC
jemHakocTparmdaH uMamo aa je MC=0C, na je AC=MC. [lakie umamo na je
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tpoyrao AMC jennakokpaku ca yriom npu Bpxy XMCA =40°. Onasne je
XAMC = XMAC =70°. Kpaj pemema.

OBo peliewme ce Moke BapupaTH Ha cieaehu HauuH, Tako Ja y NpBU
1aH 10h)y ocobuHe cUMeTpUYHUX (Urypa U TETUBHOT YE€TBOPOYTJIA.

Pememe 3.

Heka je tauka O cumerpuuHa ca TaukoM A y ogHocy Ha npaBy BC. Tana he
outn AC = O0Cwu AB = OB, amomrto je AB = AC 6uhe AB = AC = OC = OB.
[Mocmatpahemo kpyxuuny & ca nieatpom y O u nonynpeunnkom OB. IlomTo je
OB = OC umamo na C €k . Heka je X mpou3BoJbHA TayKa KPYXKHHIE k TaKBa
ga cy Tauke X wW M ca pasHux crpaHa mpaBe BC. Tama je

ABXC = %ABOC =40°. [Towrro je

ABMC =180°—- XMBC - XMCB =140°, UMaMo na je
ABMC + £XBXC =180°, na je uerBopoyrao BXCM rtetusan. Kako cy tauke B,
X u C Beh Ha kpyxHUIM k cieau na u M npunana &, na je MO = OC. Cana je
AMOC =24MBC =60°, na je tpoyrao MOC jemHakoCTpaHHYaH, OJAKIIE
cequ aa je MC = OC. Tlomro Beh umamo na je AC = OC, cnequ na je MC =
AC, na je tpoyrao MAC jenHaKOKpaky, ma Kao y MPeTX0JHOj BapHUjaHTH UMaMo

naje £AMC = AMAC =170°.

Pememe 4.
Cnenehe pememe je To wuaeju
/ BPJIO CJIMYHO IPETXOJHOM, aJH je
Vi, JOLpTaBakbe Jpyraumje: Tauxky M
: heMo CHMETpUYHO MpPECIUKATH Y
omHocy Ha TmpaBy BC, Tako
noboujamo Tauky K. Cama je
KACK = KACM + AMCB+ £ABCK = 60°
(jepje LBCK = XBCM =10°)
/) H ABKC = XBMC =
=180° - AMBC — XMCB =140°
Hexka je k& xpyxHuma ca
LEHTPOM Y A W HOIyHPEeYHUKOM
AB, momto je AB=AC wumamo na
u C € k. Hekaje Y npousBosbHa
Tauka Kpy>XHHIE k TakBa Aa cy Tauke Y u K ca pasHux ctpaHa npase BC. Tana

je £ABYC =%ABAC =40°, nma je: XBYC+ XBKC =180°, mto 3Hauu 1a je

yetBopoyrao CYBK terusan. [lomto Tauke C, Y u B npunanajy KpyxHumu k
uvamo na u Kek. Cama je XBAK =2XBCK =20°, ma je
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XKAC = XBAC — XBAK =80°—20°=60° . ITomro cmo Beh mokasanu aa je
XACK =60° cnenn nma je tpoyrao AKC jemHakocTpaHM4aH, OJAKIE je
AC=KC. Tlomro cy Tauke M n K cuMmerpuuHe y ogHOCy Ha npaBy BC, umamo
ma je MC=KC, ma je u AC=MC. TloHOBO CMO JONUIA A0 YHIHCHHUIIE N1a je
tpoyrao AMC jenHakokpaku, ogakiie Hanazumo 1a je XAMC = XMAC =70°.
Kpaj pemema

Pememe S.

Pememe xoje cmean je TPUTOHOMETPH)CKO, KOPHUCTH C€ CHHYCHA TeopeMa U
TPUTOHOMETPH]CKH WACHTUTETH.
Heka cy P, Q u R mogHoXja HOpMaa
u3 Ttauke M Ha ctpanuue BC, AC u
AB, penom. [lyxx AM hemo obenexuTn
cax,a XBAM =@ . Tana je
MR =AM singp = xsing u
MQ = AM sin(80° — @) =
= xsin(80° — ).
U3 Tpoyrma BMR wumamo na je

M = MR e By =202
sin 20° sin 20°
W3 tpoyria CMQ je CM = — ,maje CM =w‘
sin 40° sin 40°
[Mpumewyjyhu cunycHy Teopemy Ha Tpoyrao BCM  umamo npa je
BM ‘M 1 : o__
: _ 'C 5. ' xsm'(p _ x'sm(SO. Q) . Ommie e
sin10° sin30° sin10°sin20°  sin30°sin 40°

5 sin @ sin 40° = sin(80° — @) sin 20°sin10°. Pauyn koju ciemn je jeman on
HAYMHA J1a Ce PEIld MPETXO0AHA TPUTOHOMETPHjCKA jeTHAYNHA!

%(cos(go —40°) - cos( +40°)) = (cos(70° - @) — cos(90° — ) ) sin 20°
%(cos(go —40°) — cos(g +40°)) = sin(20° + ) sin 20° —sin @ sin 20°

1 1 1 1 : .

5 cos(p—40°) - 3 cos(p+40°) = 5 cosp— 5 cos(@ +40°) —sin ¢ sin 20°
2sin @ sin 20° = cos @ — cos(p — 40°)

2sin ¢ sin 20° = -2 sin(¢ —20°) sin 20°

sin @ +sin(¢p—20°) =0
2sin(¢p—10°)cos10°=0
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IMomro je 0<@<80° mmamo na u3 sin(@—10°) =0 cnemqu @=10°. Cana je
AMAC =80°-p=70° u XAMC =180°—- XMAC — XACM =70°. Kpaj

peliema.

Cama hy HaBeCTH pelIeHE MPEKO KOMIUICKCHHX OpojeBa. Kao miro y
aHAJIMTUYKO] TEOMETPUjU KOPHUCTHMO ypeljeHe mapoBe pealHuX OpojeBa Kao
KOOpIUHATE Ta4yKe, MOXKEMO KOPHUCTUTH KOMIUIEKCcaH Opoj z = x + iy Kao
KOOPJIUHATY TayKe, MOMITO Ce KOMIUICKCaH Opoj z MOKe WAeHTH(UKOBATH ca ca
ypehenum mapom (x,y). Hapemhy nBe BapujanTe pemiema, y npBoj hy mokazatu
ma je AC = CM, onakne cinenu Beqmunna XAMC , mok hy y mpyroj taj yrao
U3PAYyHATHU JUPEKTHO.

Pememe 6/7.
A Bapujanta 1. KoopauHatau cucreM
hy Tako mocTaBUTH Nla ce KOOPAMHATHU
7N\ MOYeTaK MokJjamna ca TaukoM C ¥ Jja Tauka
\ B nexu Ha HETaTHBHOM JIely peaiHe oce,
S/ N Tj. Heka je B(-b) u A(a),rneje be R u
/S \ a € C. M360p KOOPAMHATHOT MOYETKA j€
s ,(iir N BeoMa OWTaH KOJ OBOT METOJa jep MOXKe
£30°) lm—— MHOTO J1a T0jeTHOCTaBH (opMyJie Koje ce
B(-b) O=C(0) KacHHje ma00mjajy. KoHKpeTHO, K07 OBOT
npuMepa, ako KOOPAWHATHH MOYeTaK
CTaBUMO y Tauky B u y3memo ma C JIe)XH Ha peajiHOj OCH, 0OHMjaMO JocTa

KOMITTUKOBaHU] ¢
¢dopmyne. KoopauHary Tauke 4 MOKEMO H3padyHaTH Kao MpeceK NMpaBux AB u
AC, MelhyTUM jeIHOCTaBHHMjH HAYWH je 1a KOPUCTUMO YHIbeHHLY Aa je AB = AC

u £BAC =80°, 1.

v

R ,(B)=C (1)

(tauka C ce nobuja poTtanujoM Tauke B oko tauke A 3a yrao 80° = 41/9). [Ipexo
KOMITIEKCHUX OpojeBa poTamuja ce jeTHOCTaBHO WHTeprpeTupa (BumetH [1],

cTp. 61) ma umamo 1aa je npesoxn popmyse (1) Ha KOMIUIEKCHE OpojeBe Jar ca
A

—

i ) e’
(-b—a)e ° +a=c,onakne nobujamo a = ——— . Kopucrehu anmenmy na
l'i
l—-e?
2z ENS
° 9 be ° be '8

) ip_1_9; 2 in? i j = =
je €7 —1=2ie Sln2 (2) mobujamo na je a .. 27 . 21’
—2i s1n7 2sm7
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b
omaxie je AC=A0= |a| = s
2sin—

. Jla 6u m3padyHanm KoopAuHATy Tadyke M

nHanucahemo jennauune npasux CM u BM. Tlonynpasa CM (ca nmouetkom y C =

O) 3akmama yrao 170° ca MO3WTHBHUM [IEJIOM X-OCe, Ta j¢ HECHA jeqHAdYMHA
17 17

i—7 —i—7
obmuka z=re' , 1 eR", omasne cneny maje ze ¥ =r, 1 eR’, maje

—i— — i—r

T
ze ® =ze'" | maomaene nobujamo na je jenHauMHa mpase
17

CM:ze ° —z=0. (3)

IToxynpaBa BM 3akmama yrao 30° ca MO3UTHBHUM JIEJIOM peajHe oce, Mma je

T

iz
meHa jennaunna z+b=re ®, r, € R". Canuno kao u y NpeTxXoaHOM Ciydajy
nmo0ujamo Ja je jefHaYrHa [IpaBe

T
iz
3

BM :(z+b)e > —z-b=0. (4)
Ako ca z o0emeXMMO KOMIUIEKCHY KOOpAWHATY Tauke M, nobuhemo je
perraBameM CHCTEMa KOju ce cacToju of jeaHaumHa (3) u (4). Cabupamem

i
: . : be > -b :
jennaunna (3) u (4) nobujamo na je z=————, 0Baj U3pa3 CE MOKE
—i—r —i—
e ? —e
YIPOCTUTH Ha crnenehn HaYuH
T
, e T
i 2ie ® sin— 17z
e’ -1 i
z=-b =—b =he '8 —— __, TIPpH 4YEMy CMO ONET
ity .71'7—” . Iz . LT
e 3 -1 2ie ? sin—— 2sin——
9 9
. b
kopuctmi (2). dakine nmamo na je CM = OM = |Z| =g 1a yo4aBamo
. 21
2sin—

ma je CM = AC, omakiie cinenu na je Tpoyrao AMC jeqHakoKpakd W Jaa je
KAMC = AMAC =70°.

BapujanTa 2. Ykonuko He younmo na je CM = AC He mpeocTaje HUINTA
apyro Hero na XMAC pauyHamo nupekTHo. PauyHare yrioBa u oBJe, Kao U y
AaHAJIMTUYKO] TEOMETPHjH YeCTO JOBOJM JI0 TIIOMa3HHUX Qopmyda, ma je cienehe
pelee HajHeeerantHuje. Mepa no3utuBHo opujentucanor yrna XMAC , rae
Cy KOMIUICKCHEe KoopauHaTe Tadaka M, A4, C mate ca z a, ¢ je

AMAC = arg i (Bumetn y [1], ctp, 60). ITomrro je
-a

z
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137

bel 18
. 27[ 137 I
2sin— Ty I8
c—a_ —a _ 9 e 1 -1 e
- - 177 Bz 17 13z ar = 27 -
z—a z—a i— i— i— = i—= i 2 .
be be® —e® e J-e®™ 2ie™sin—— 251115
- 18
. 27 . 27
2sin— 2sin—
9 9
—a T

umamo 1a je LMAC =arg = Z—g , omakie je XAMC = 18"

zZ—a

Pememe 8.
Ha xpajy hy HaBecTH W pelieme NpPEeKO aHAIUTHYKE TEeOMETpHUje Y

JexaptoBoj pasuu. Heka je C(0,0) u B(-b,0), b€ R" . Ilpasa AC 3aknana yrao
130° ca mMO3UTHBHUM JIEJIOM X-OCe, Ma je mena jennaunHa AC :y = xtg130°.
ITomro Teme A nexu Ha cuMmerpanu Ayku BC Owhe xoopamHara Tadke A

jemnaka x, =——. Kako Tauka A nexu Ha Tmpasoj AC Ouhe

v, =x,g130°= —gtgl30° . Haxue:

b* b b’ b’
AC? =—+—1g°130° = > =— . IMomro mnpaBa MC
4 4cos"130°  4sin” 40°
3akiana yrao ox 170° ca mo3UTHBHUM JIeJIOM Xx-0ce, Ouhe meHa jeHaunHa
MC:y=xtgl70° (5)
IIpaBa MB 3axmnana yrao ox 30° ca MO3UTUBHUM JEJIOM X-0C€ U CAIPKU TaUKy
B(-b,0), na je meHa jeqHaunHa

1 1
MB:y=—x+—b. (6)
SRR
Koopaunare tauke M pno0ujamo pemaBajyhin cucTteM KOju ce cacToju oj
jennaunna (5) u (6). Umamo nma je M b , bigl70 ,Taje
V3tg170°—1"31g170° -1
MO = b*(1+1g°10°) _ b’ _ b’ -
(V3tg10°+1)°  (cos10°++/3sin10°)>  4sin® 40°
akie, mnoHoBo jgobujamo ga je AC=MC :#, olaKie je
2sin40°
XAMC =170°.
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Kao un y ciryyajy pemaBama 3a1aTka IpeKo KOMIUIEKCHUX OpojeBa 'y OBOM
cydajy ce Moke padyHaTu BenuuuHa yria AMC (uiu MAC) OupekTHO.
Mebhytum, Beh cama jennaumna mnpaBe AM je Bpio rioMasHa, ma hy oBy
BapHjaHTy pelleha, Kao BPJIO HeeIeraHTHY, H30CTaBHUTH.

KomenTap

Ha xpajy, momro cy HaBeIeHa YHCTO TEOMETPHjCKa pellema, Kao |
AHAJIMTUYKA PEIICHa, MOXKEMO CE 3alUTaTH O CMUCIY PelllaBakha TeOMETPH]CKUX
3aJaTaka PadyyHCKUM MeToJaMa. MOXeMO NPUMETUTH Jla CMO Y CBUM
TEOMETPHjCKUM pelIelhUMa MOpald HENITO JONPTATH Ja OHUCMO CHpPOBEIH
3aKJbyUUBamkEe M JOILIH J0 BeJIMYHHE TpakeHor yria. [Ipobiem je ako Hemamo
ujaejy INTa JAa OOLUpTaMoO, WM aKo Hamla ujaeja He aaje noOpe pesynrare.
(PeruMo mpecnukaBame Tauke M CUMETpUYHO y omHocy Ha mpaBy AC je, 1o
MEHH, Torpeman nyT.) Taja padyyHCKe METOJe MOTY Jia TIOMOTHY, alld OHE CY
camMe 1Mo ce0M KOMIUIMKOBaHE W TPaXke BEIHMKY PYTHHY Yy TpaHC(hOpMHUCAmY
nobujeHnx m3pasa. Takohe y HekuM oOjacTHMa T€OMETpHje PavyHCKE METOe
najy mobpe pesyaTare, AOK je y HEKHM IPYTUM HBHXOBa TPHMEHAa 3HATHO
KOMITJTMKOBaHMja O/ TEOMETPHjCKOT 3aKJbyurBama. Omire npaBuio OU MOTIIO
ma Oyae [&a je padyHCKE MeETole UENHCXOJHHje YhoTpeOJhaBaTH KOJ
KOMITUKOBAaHUJUX 3aaTaka, Tako Ja OBaj IpHMep HHUje KapaKTepUCTHUYaH,
FEOMETPHUjCKA Pellickha CY jeIHOCTaBHU]a O] aHATUTHYKHUX.

OBo pa3MuIIbame ce Mokana ca OpojaeHTAIOBUM CTaBOM Jla «KaJa ce
reoMeTpHja YKJbYYH Yy CHCTEM JIMHEapHE anreOpe OcCTajy caMo KPXOTHHE
reoMetpuje» (Buaetu [4] ctp. 56). CyuiTrHa OBOT CTaBa je Y TOME Ja Kilacu4aH
TEOMETPUjCKH TMPUCTYN O0yXBaTa JEAYKTUBHO 3aK/bydUBame (IITO CE MOXKE
BUJICTH M Ha MPHMEPY OBOT 3a/1aTKa), JOK PadyyHCKe MeToje Hajuerihe camo
MIPOBEpaBajy UCIPABHOCT TBphewma 3a1aTka.

Jla jomr jemHOM HarjiacMM, OBakaB, HEraTHBaH, CTaB IpeMa MPUMEHHU
pPauYHCKHUX METOJa y TEOMETPUjU BaKH caMo 3a IMiKoicke mnpumepe. Kon
KOMITTUKOBaHUjUX TIPO0JIeMa pauyHCKe METOC J1ajy J00pe pe3ynrare, y CMUCTY
Jla Cy pelieka jeIHOCTaBHM]ja 0J1 OHUX KOje J00HMjaMO KITACHYHHUM ITyTEM.
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