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DEVET RJESENJA JEDNOG ZADATKA 1Z GEOMETRIJE
Dr Sefket Arslanagié! i Alija Miminagié?

Samostalno rjesavanje malog broja teskih problema je, bez sumnje, od veée
koristi za ucenike i studente nego rjesavanje velikog broja laganih problema.
Ukoliko rjeSavaci imaju pristup ne¢ijim drugim problemima, preporucuje se da
ih pogledaju samo nakon $to su nasli svoja rjesenja. Ukoliko nisu uspjeli u
rjeSavanju problema trebalo bi da postignu dubok uvid u problem. Vrlo cesto,
rjeSenje nekoga ko rjesava odredeni problem c¢e biti razli¢ito od rjeSenja autora
problema. Ovo je vrlo pozeljno, jer u takvim situacijama se postize dublje
razumijevanje sustine i sadrzaja problema.

U tom smislu ¢emo ovdje citirati Sta o tome misli ¢uveni americki matematicar
i metodicar George Polya (1887.-1985.) koji kaze: “Rijesiti jedan problem na
dva ili viSe nacina je od vece vrijednosti nego rijesiti stotinu problema sve na
isti na¢in.”

Ovdje ¢emo upravo demonstrirati znacenje ovih rijeci rjesavajuéi jedan takav
problem.

Rijec je o sljedec¢em zadatku iz geometrije.

Zadatak 1 Oko jednakostranic¢nog trougla AABC opisana je kruZnica.
Dokazati da svaka tacka M luka AB ima osobinu MA+ MB = MC.

U matematickoj literaturi ovaj zadatak je poznat kao Van Schootenova
teorema (Schooten, Frams van, the Younger, ¢. 1615-c. 1660., holandski
matematicar).

Ovaj zadatak se nalazi u mnogim ozbiljnijim zbirkama iz geometrije, a bio
je dat i na Republickom takmicenju u SR Srbiji 1978. godine za II razred (4.
zadatak) gdje je sluzbeno rjesenje nas dokaz 1.

Dacemo devet razlicitih rjesenja ovog zadatka, ¢isto geometrijskih, pomocu
trigonometrije, pomoc¢u vektora i analiticke geometrije.

Dokaz 1 Naravno, tacka M pripada luku AB kome ne pripada tacka C (vidi
sl. 1). Na duzi CM odredimo tacku D, tako da bude BM = BD. Uglovi
/BAM i /BCD su jednaki kao priferijski nad istom tetivom M B. Posto su
uglovi ZDMB i ZBAC = 60° jednaki (kao periferijski nad tetivom BC), to je
/DMB = 60°, pa je trougao AMBD (zbog BM = BD) jednakostranicni. To
znaci da je ZBDC = 120°, a i ZAM B = 120°, jer je ZAMC = ZABC = 60°
kao periferijski nad tetivom AC (a i zbog toga Sto je cetverougao AM BC' tetivni).
Svakako AB = BC, pa su trouglovi AAMB i ACDB podudarni, odakle slijedi
da je CD = AM. Sada imamo MC = CD + DM = MA+ MB, sto je i trebalo
dokazati.
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Dokaz 2 Na osnovu Ptolemejeve teoreme primjenjene na tetivni éetverougao

AM BC imamo:
AN - BC + MB - AC — 4B - TIC. (1)

Kako je AB = BC = AC = a, iz (1) slijedi:
a-AM +a-MB=a-MC

ili nakon dijeljenja sa a: MA+ MB = MC, sto je i trebalo dokazati.
Dokaz 3 Neka je ABNCM = {K}(sl. 2). Ocigledno, NAKM ~ ABCK (jer

imaju jednake uglove), pa iz te slicnosti slijedi:
AM AK —— BC-AK
BC CK CK

Iz slicnosti trouglova AMKB ~ NACK (trouglovi imaju jednake uglove) slijedi:
MB BK . AC-BK
AC CK

Sabiranjem jednakosti (2) i (3) dobijamo

BC-AK AC-BK

3)

MA+MB — — (sbog BC = AC =
* e e @)
AT nIC 2
_ WAREBE) e AR + BR = AB = a) = ~—_.
CK CK
Dakle,
y vy B 4
MA+MB = 2.

=% (4)

Osim toga je i AMCB ~ AKCB (jer je ZC zajednicki, « ZBMC = Z/BAC =
/ZABC = ZKBC = 60°), pa je

—— == =2

M B — B — 2
:C::C¢MC::C:(zbogBC:a):a:. (5)
BC CK CK CK

Konaéno, iz (4) i (5) slijedi:
MA+MB=MC, q.ed.
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Dokaz 4 Uzmimo tacku E na opisanoj kruznici oko trougla ANABC, takvu da
je CE = AM. Produzimo CE preko tacke E i MA preko tacke Ai presjecnu
tacku oznacimo sa F (sl. 3). Zbog CE = AM je CE = AM, pa je i /CAE =
LACM, a zbog toga je AE||MC’. Tako je cetverougao CEAM jednakokraki
trapez i LZAMC = LMCE = 60° (jer je ZAMC = ZABC = 60°). Ovo
pak znadci da je trougao AMCE jednakostraniéni. Zbog AE||MC je i trougao
NAEF jednakostranicni, pa je FA = FE. Dalje imamo da je

AE=CA-CE=AB - MA=MB,

pa je AE = MB. Sada je dakle,

FA+AM = AE+ AM = MB + MA,

a u jednakostrani¢nom trouglu AMCF je:

FA+AM = FM = MC,

pa iz dvije posljednje jednakosti slijedi da je:

MA+MB = MC, q.e.d.

Dokaz 5 Produzimo M B preko tacke B do tacke E tako da je MC = ME (.
4). Zbog ZCME = 60° i MC = ME trougao ACME je jednakostranican.
Neka je ZACM = x,/MCB =y i /ZBCE = z. Imamo da je z +y = 60° i
y+ 2z = 60°, pa je x = z. Sada je ZAMC = 60° = /BEC,ZACM = x =
2/BCE, te MC = EC = ME, pa je AMCA = ABEC i iz podudarnosti tih
trouglova slijedi da je MA = BE. Tako je sada

MA+MB=BE +MB=ME =MC,

tj.

MA+ MB=MC, qg.ed.
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Dokaz 6 Na osnovu kosinusne teoreme primjenjene na trouglove NAMC i
AMBC, dobijamo:

ac’

BC”

Kako je ZAMC =

— AM’ +DMC’ —2-AM - MC - cos LAMC,
— MB>+MC° —2-MB-MC - cos ZCMB.

ZCMB = 60° (vidi dokaz 1), to imamo:
AC = AM’ +MC’ — AM-MC, te
2

BC® = MB +MC — MB-MC.

Oduzimajuéi ove jednakosti (gdje je AC = BC') dobijamo:

0=AM —MB’-MC - (AM — MB),

a odavde, nakon dijeljenja sa AM — M B # 0, imamo:

0=AM+MB—-MC

i konacno AM+MB = MC, §to je i trebalo dokazati. (U slucaju AM—MB = 0,
tj. AM = MB lako se pokazuje da je MC =2MS = MS+MS =MA+MB).
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Dokaz 7 Neka je ZMCA = (sl. 1). Ugao LM BA je jednak takoder ¢ (kao
periferijski nad tetivom AM ). Poznata nam je veza izmedu stranice trougla,
sinusa naspramnog ugla i poluprecnika opisane kruinice (sinusna teorema). Iz
trouglova AAMC i ABMC dobijamo (R je poluprecénik opisane kruznice nad
tim trouglovima):

MA = 2Rsin, MB = 2Rsin (60° — ¢) i MC = 2Rsin (60° + ).

Odavde je:

MA+BM = 2R[sing+sin(60° — ¢)] = 2R - 2sin30° cos (p — 30°) =

1
2R-2- 3 sin [90° + (¢ — 30°)] = 2Rsin (60° + ) = MC,
Sto je i trebalo dokazati.

Dokaz 8 Primjeni¢emo metodu analiticke geometrije. Uvedimo (sl. 1)
pravougli koordinatni sistem sa koordinatnim pocetkom u tacki A, tako da je:
A(0,0), B(a,0),

C(g7 %\/g) iM(x >0,y <0). Lako se dobija da je centar kruznice S( \/§> ,
a njen polupreénik R =

a a
“ 2’6
—. Jednacina kruznice glasi:

V3

ili
av/3

x2+y27a:rny:0.

Dokazimo da je

2 2
¢x2+y2+¢<x—a>2+y2=J(as—“) +(y-35v3). @
odnosno MA+ BM = CM, posto je

AN = 5 B = =P + .00 = (2 - 2) 4 (y- 2v3)

Neka je

L=va2+y2+/(z—a)? +¢2, aD:\/(az—g>2+(y—a\@)2.

Imameo:

L = 24y +@-a+y7 +2Ve? + 2 V(z—a)? +y?
= 222 +2y% — 2azx + a® 4+ 21/(22 + y?) (22 + 2 — 2azx + a?)
202 + 2% — 2azx + a® + 24/(22 + y2)? — 2ax (22 + y2) + a222 + a2y?
= (22 +y® —azx) +a® +2V/(22 + 32 — ax)? + a2y>.
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Iz (6) je 2% + y? —ax = a—\/gy, pa je sada:

3
2 — $2+y2—ax+%\/§y+a2+2 (a\égy>2+a2y2
= 1:2+y2*ax+%\/§y+a2+2u§a2y2
= 1:2+y2—ax+a;)/§y+a2—j§ay

(jer je \/y? = —y zbog y < 0). Dakle, kona¢no je:
2

2 3 2 2
L2 =a?+y? —ar—V3ay+ L+ 5 = (o= 2) 4 (y-5V3

4 4 2 2

Odavde slijedi da je L = D (jer su L, D > 0), a time je dokazano (7), odnosno

MA+ BM =MC.

Dokaz 9 Posluzicemo se vektorskom metodom. Imamo (sl. 5):

—_— s = —— —_— s == — —_— =
MA=MS+SA MB=MS+SB,MC=MS+S5C,

odnosno

—_— s —

2 2 2
’MA’ _ ‘MS] +’SA’ 4208

n

2 2 2
‘MB’ _ ‘MS‘ +‘SB‘ 42

|95)

-SA
—
: )
—

B
SC.

=

‘W’Q - ‘J\TS“2+‘5‘—C>*‘2+2
Zbog ‘]\TS’ = ‘S—A’ = ‘S—B)‘ = ’S—C)" = R, imamo:
’J\ﬂf = 2R2+2‘m‘-‘5—1>4‘0084(MS,

SA

‘~—> 2 9 — = —_— —
MB‘ — 9R +2‘MS‘ : ‘SB‘COSA(MS,SB),

MS, SC

‘M_df 2R? 4 2 ‘J\Té‘ - ‘@‘ cos Z (M3,

0dnosno

2
’MA‘ = 2R*+2R%cosp = 2R*(1 + cos p) = 4R? cos? 5

2
37|

2
jprc|

Odavde je:

<
b
I

. ©
’MA‘ = 2R cos 3

=
@
I

. e
‘MB‘ = 2R cos ok

<
Q
I

‘]\Td‘ = 2Rcosg.
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2R? + 2R%cose = 2R*(1 + cose) = 4R? cos® %,

9
2R? + 2R%cos ¥ = 2R*(1 + cos¥) = 4R? cos? 3



Dokazaéemo da je

9
cos g + cos % = cos 5. (9)
Posto je (vidi sl. 5): o+ =240° i 9 = ¢ — 120°, to sada imamo:
cos% + cos% = COS% + cos (120O — g)

= cos % + cos 120° - cos % + sin 120° - sing

1
= cos% —icos%—l—sianOO -sin%
1
= icosg—I—sinGOo -sin%

= cos60° - cos % + sin 60° - sin%

9
= cos (% — 60°> = cos 5

Time je dokazano (9). Iz (8) i (9) slijedi:

2Rcos§ +2RCOS% =2R (cos% + cos %) = 2RCOS§ ili MA+ BM = MC,

Sto je i trebalo dokazati.

AWB
M
sl. 5

Recimo da su uradu [3] dati dokazi 1., 2., 7., 8. 19. ovog problema (teoreme),
dok su dokazi 3., 4., 5. i 6. novi i proizvod su duzeg bavljenja autora ovog rada
ovim problemom.

Na kraju ¢emo reéi nesto o tome koje rjesenje (dokaz) je primjereno kojem
uzrastu ucenika. Po misljenju autora ovog rada rjesenja 1. 4. i 5. su primjerena
ucenicima I razreda srednje skole (gimnazije) jer se u njima koristi podudarnost
trouglova. RjeSenja 3. i 2. su primjerena ucenicima II razreda srednje skole
(gimnazije) ukoliko poznaju sli¢nost trouglova i Ptolemejevu teoremu za tetivni
cetverougao. RjeSenja 6. 1 7. su primjerena ucenicima III razreda srednje skole
(gimnazije) jer se u njima koristi kosinusna teorema za rjeSavanje kosouglog
trougla. Rjesenja 8. 1 9. su primjerena ucenicima III i IV razreda srednje skole
(gimnazije) koji dobro znaju analiticku geometriju u ravni i vektorsku algebru.

Bilo bi dobro da neko od citatelja ovog rada pronade i ponudi jos jedno
rjeSenje ovog zaista interesantnog geometrijskog zadatka.
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