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Sazetak:

Namjera nam je da u ovom izlaganju skrenemo paznju slusaoca/Citaoca na bitne
ideje koje su, po naSem misljenju, neophodne za shvatanje prirode matematike. Kroz
tri grupe asocijacija izlozeni su nasi pogledi na probleme sa kojima se matematicati
susrecu u poslednje vrijeme:

1. Matematika kao drustvena djelatnost. Ritualni aspekt matematike — zasto je to
bitno? SloZeniji matematicki dokazi — da li su oni potrebni? KoriStenje kompjutera u
matematickom dokazivanju. ,Profesionalna®“ maSinska matematika protiv
»familijarne® matematike Covjeka .

2. Da li je matematika (samo) jedna od nauka, ili je njeno mjesto u sistemu
nau¢nog znanja posebno? Platon /Kant / Hilbert. Postoji li beskona¢nost u prirodi?
Formalisti i platonisti. Isto¢nik ,,nedostizne efektivnosti matematike — sposobnost
matematicara da dobiju maksimum zakljucaka iz zadanog skupa pretpostavki.

3. Matematika i modeliranje. U ¢emu je razlika jednih matemati¢kih modela od
drugih? Odgovor bi mogao biti: To su modeli koje ima smisla istrazivati bez stvarne
konekcije ka modeliranim objektima. Matematicari treba da se bave razvojem
metoda izgradnje i istrazivanja takvih modela. Lijeva i desna strana mozga i dva
pogleda na matematiku.

0. Uvod

U poznatom radu Briana Davisa, profesora Londonskog kraljevskog koledza,
pod naslovom ,,Wither mathematics?*, tvrdi se da je najegzaktnija nauka od svih
egzaktnih nauka na prelomu koji ¢e principijelno promijeniti karakter dobivanja
rezultata u matematici. U buduénosti, tvrdi Davis, matematika ¢e postati joS
odvojenija od ostalih nauka nego $to je to bila do sada.

Tokom viSe od dva milenijuma, smatralo se da matematika otkriva neoborivost
vjecnih istina. Mnozina znacajnih matematickih tvrdnji, kao $to su, na primjer,
Euklidova tvrdenja, validne su i danas kao i prije 2000 godina (unutar Euklidovog
aksiomatskog sistema). Tokom tog vremena matematika je prebrodila dvije duboke
krize, koje su znatno promijenile status matematickih istrazivanja, a sada se nalazi u
trecoj.

Prva od njih povezana je sa Gedelovom teoremom o nepotpunosti, koja tvrdi da
u proizvoljno dovoljno bogatom aksiomatskom sistemu postoje tvrdnje koje se,
unutar tog aksiomatskog sistema, ne mogu ni dokazati ni oboriti. lako ovaj teorem
jos uvijek nema znacajan uticaj na prakti¢ni rad veceg broja matematicara, on je na
neposredan nacin povezan sa problemom ontoloskog statusa matematickih objekata.
Vecina matematicara se intuitivno pridrzava koncepcije poznate kao platonizam.
Saglasno toj koncepciji, matematicke bitnosti i konstrukcije (slicno Platonovim
idejama) imaju neku objektivnu egzistenciju, na primjer kao logicke moguénosti.
Ali, u objektivno egzistiraju¢oj realnosti, sva svojstva morala bi biti u potpunosti
jednoznacno determinisana, u $to se ne moze uvrstiti rezultat ovog Gedelovog
teorema.

Druga velika kriza povezuje se sa pocecima primjene kompjutera u matematici.
Dokaz teorema o cCetri boje, na primjer, izveden je uz presudnu primjenu
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kompjutera. To kod mnogih matematic¢ara podsti¢e sumnju u opravdanost povjerenja
o pravilnosti dokaza dobijenih primjenom kompjuterom.

Kao poseban presedan u kulminaciji ,,koSmara* u matematici, moze se navesti
primjer poznat pod imenom ’klasifikacija konac¢nih prostih grupa’. Za njegovo
rjeSavanje, formiran je, 1970. godine, konzorcij od oko stotinu matematicara. To je,
u istoriji matematike, jedinstven pristup u rjeSavanja nekog problema. Izdvojene su
tri beskonacne familije grupa, i 26 posebnih slucajeva konacnih grupa Ccija
egzistencija (jednog broja njih) je obezbijedena upotrebom kompjutera. Potom se
pojavio problem istrazivanja karaktera te Kklasifikacije. Prilikom pokuSaja
objedinjavanja rezultata raznih grupa istrazivaca, pojavili su se mnogobrojni
problemi. Vecinu njih, matematicari su uspjeli otkloniti. Medutim, jo$ uvijek, i
poslije visSe od 25 godina, nije objelodanjem cjelokupan dokaz ove klasifikacije,
iako se neprekidno publikuju tomovi knjiga u kojima se nalaze ti dokazi. Problem je
u tome $to ne postoji garancija o ispravnosti tog gigantskog dokaza.

Dakle, matematika se spotiCe na problem prakticno neodredene slozenosti
dokaza. Da li to zna¢i - da ¢e matematiCari, ubuduce, govoriti ne o pouzdanosti
znanja, nego o stepenu uvjerenosti u pouzdanost svojih rezultata. Sem toga, sada
dolazi do izrazaja principijelno-filozofaski problem predmeta matematike i do
problema: Sta je to dokaz u matematici.

I. Matematika je drusStvena djelatnost

Pocnimo nase razmatranje sa onim $to je neosporno: posmatrajmo matematiku
o¢ima nematemati¢ara - kao gotovo svima strano socijalno djelovanje. Sta se moze
(kolokvijalno govore¢i) zakljuciti?

(1) Postoje ljudi, od kojih ve¢ina nosi naocare, koji sebe nazivaju matematic¢arima.
(2) Na nekim univerzitetima djeluju katedre za matematiku, i one, izmedu ostalog,
predlazu nastavne programe iz matematike. Na tim univerzitetima se moze steci
matematicko obrazovanje. Na nekim od takvih univerziteta, ali ne na svim, postoje i
nastavni programi kojima se produzava prethodno matematicko obrazovanje, te se,
uz odredene standardizovane rituale, moze ste¢i tutula doktora matematike.

(3) Ispunjavajuci zahtjeve determinisanih rituala, ponekad se moze desiti da osobe
koje sebe nazivaju matematicarima (a ispunili su sve zahtjeve rituala iz prethodne
tacke) ponekad dobiju od drzave finansjsku potporu za istrazivanja u matematici.

(4) U svijetu se stalno deSavaju matematicke nau¢ne konferencije, i ureduju se i
publikuju matematicki ¢asopisi. Ponekad se moze (uz dosta sre¢e i poznanstava, i
naravno uz ispunjavanje odredenih rituala) biti ucesnik na nekim od tih naucnih
konferencija, i/ili se mogu publikovati matematicki ¢lanci.

Da li su ove karakteristike smislene? Zar sve druge nauke (a i psudo-nauke) nisu
takode opstedrustvene djelatnoasti! Sta je to specificno kod matematitara i
matematike Sto ih razlikuje od drugih?

1.1. Da li je matematika drustveni ritual?

1972. godine Filip Devis (Fillip J. Davis) (roden 1923. godine) je prvi, po
misljenju znatnog broja filozofa matematike, postavio pitanje - da li su mnogi
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“fakti” koje matematiari smatraju “nepobitnim” stvarno takvi’? Zatim su Devis i
Ruben Her$ (Reuben Hersh) (roden 1927. godine), razvijajuéi tu misao dalje, dosli
do zakljucka da je ono ¢ime se matematicari najvise diCe ,,apsolutna objektivnost,
taCnost i strogost matematike“- iluzija, te da je poseban drustveni ritual bitna i
neodvojiva komponenta matematike (teza poznata pod imenom “Devis-HerSova
teza).” Radi ilustracije, citira¢u njihovo misljenje: “U stvarnom svijetu matematike,
jedan matematicki clanak postize dvije stvari: U njemu se potvrduje da su autor i
neki njegovi istomisljenici (ali naj¢esée - ne bas svi) - saglasni da je neki “rezultat”
taCan, i prezentira dijelove neCega na ¢emu se ta saglasnost zasniva.”

Moguce je da znatan broj ljudi smatra da matematika i nije bas takva kakvu je
matematicari vole pretstavljati: ona nije “objektivna nauka® (ma $ta to znacilo), vec,
prije svega, jedan poseban elitisticki druStveni ritual, posredstvom kojeg grupa ljudi
trazi od drzave znaCajna materijalna sredstva, a od drustvene zajednice trazi
uvazavanje. Da 1i Devis-HerSova teza sadrzi viSe istine nego §to matematicari to
hoce priznati?

1.2. Matematika na granici moguceg

Stvar je u tome da ritualna komponenta matematike znatno dolazi do izraZaja
kada treba razmotriti slozene matematicke dokaze. Zar se ne moze prihvatiti teza -
da se matematicari, rjeSavajuéi sve sloZenije matematicke probleme, priblizavaju
granicama ljudskih sposobnosti? (Za specijaliste racunarskih struka, takva je
situacija ve¢ nastala.)

Na primjer, kada je 23. jula 1993. godine, Endrju Vajls (Andrew John Wiles)
(roden 1953. godine), poslije sedam godina ulozenog truda, objavio da ima dokaz
“Velike Fermaove teoreme®, ipak se ispostavilo da dokaz sadrzi gresku. Poslije
mnogih mjeseci oCajniCke borbe (prema njegovim rije¢ima) 19.septembra 1994.
godine, dosao je na ideju kako da okonca dokaz. Sasvim opravdano se postavlja
pitanje: Na Cemu se zasniva uvjerenost matematicara da u tom, vrlo sloZzenom
dokazu, nema jo§ gresaka?

Analogna situacija u matematici se ponavlja sve ¢esce: nije rijedak slucaj da se
publikovao pogresan rezultat, kao Sto su, na primjer, Rimanova hipoteza, hipoteza
prostih brojeva — blizanaca, ili neka druga pogresna rjeSenja nekih znamenitih
nerjeSenih problema. U najboljem slucaju, poslije ispravljanja greSaka nastajala je
situacija kao u sljede¢em slucaju. U slucaju, za sada u istoriji matematike
najsloZzenijem matematickom dokazu, u teoremu o klasifikaciji kona¢nih prostih
grupa, situacija je jos losija:

"To my knowledge the main theorem of [AS] closes the last gap in the original
proof, so (for the moment) the Classification Theorem can be regarded as a theorem.
On the other hand, I hope I have convinced you that it is important to complete the

* Davis, P. J. Fidelity in mathematical discourse: Is one and one really two? American
Mathematical Monthly, 79(3)(1972), 252-263.

3 Philip J. Davis and Reuben Hersh: Rhetoric and mathematics. In J. S. Nelson, A. Mcgill &
D. N. McCloskey (Eds.), The rhetoric of the human sciences. Madison: University of
Wisconsin, 1987, 53-69.
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program by carefully writing out a more reliable proof in order to minimize the
chance of other gaps being discovered in the future."*

Naravno, to ne iskljucuje moguénost da, sli¢no velikoj Fermaovoj teoremi, neki
od zna¢ajnih problema na kraju ipak bude rijesen. Cime se garantuje da predloZeni,
vrlo slozeni, matematicki dokazi ne sadrze greske? Ili ¢e zakljuCak opet glasiti
Hritualno®: znacajan broj specijalista oblasti je usaglasio misljenje da je ,,dokaz
potpun i pravilan“?

1.3. Problem cetri boje: maSinska matematika?

Trideset godina ranije, 1976, pojavio se jo$ jedan u nizu dokaza da se ,,tako ne
mozZe zivjeti“. Podsjetimo se teorema o Cetri boje:

Teorem o Cetri boje: Proizvoljna geografska karta moze se obojiti sa Cetri
boje, tako da susjedne zemlje uvijek budu obojene razlicitim bojama.

Kao hipoteza, ovu tvrdnju iskazao je Francis Gutri (Francis Guthrie) (1831-
1899) 1852. godine, ali je matematicarima uspjelo napraviti dokaz ove tvrdnje tek
1976. godine. To su uradili Volfgang Haken i Kenet Apel (Wolfgang Haken (roden
1928), Kennet Appel (roden 1932)), i §to je vrlo interesantno — na ranije nikad
videni nacin!

Tokom cetri godine, potrosili su 1200 sati (tadasnjeg) masinskog vremena - da
bi provjerili 1476 mogucnosti koje su se pojavile u postupku utvrdivanja ta¢nosti
Teorema o Cetri boje. Ni jedan covjek nije u mogucénosti da provede takvu ,,vrucu®
analizu niti da provjeri rezultate dobijene putem kompjutera! Za proteklih 30 godina,
Haken-Apelov dokaz je usavrSen smanjenjem broja moguéih varijanti na 633, ali to
je za Govjeka jo§ uvijek nedostizna moguénost.” 2004. godine, postignut je, do sada
najbolji rezultat, ukljucuju¢i kompjuterski program pregledavanja: dobijen je
formalizovani dokaz, a njegova korektnost bila je provjerena i1 potvrdena
univerzalnim programom Cogq proof checking system.’ No, situacija se, za nas ljude,
nije bitno promjenila: dokaz Teoreme o Cetri boje je i dalje nedostizan. Ovdje se
moZe postaviti pitanje: Da li je prihvatljivo da kompjuterski odgovor bude na deset
metara duga¢kom papiru?

Analogne situacije su:

(1) 1989. godine, Klement Lem (Clement W.H.Lam) je, sa saradnicima, koriste¢i
super-kompjuter, zavrSio svoj dokaz o nemogucénosti postojanja projektivne
ravni reda 10;

(2) 1998. godine, Tomas Hejs (Thomas C. Hales) je zavrSio svoj dokaz Keplerove
hipotere iz 1911. godine.

Kojem od dokaza smo duzni pokloniti viSe povjerenja: - ,rutinskim‘-
masinskim dokazima, ili znatno slozenim dokazima, ispisanim rukom? Gdje su

* Michael Aschbacher: The status of the classification of the finite simple groups. Notices of
the AMS, August 2004, vol. 51, N 7, pp. 736-740

> Robin Thomas: The Four Color Theorem; Ryan Proper Mysteries of Mathematics ,
December 14, 1999 Final Paper

% Georges Gonthier: A computer-checked proof of the Four Color Theorem; http:
//research.microsoft.com / ~ gounthier /4colproof. pdf (2004)
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greske vjerovatnije? Da li Hakena i Apela treba smatrati matematicarima? Da 1i je
Haken-Apelov rezultat ,,stvarna“ matematika?

1.4 MaSinska matematika protiv matematike covjeka?

Primjenom kompjutera, granice matematic¢kih sposobnosti ¢ovjeka se prosiruju.
Kakva je to nova matematika parcijalno dostupna covjeku?

Doron Zeilberger (roden 1950. godine) ovdje posmatra analogiju sa situacijom
koja se moZe naci u vezi sa Sahom. U danasnje vrijeme, Sahisti se mogu uporedivati
samo medu sobom, uopSte ne nadaju¢i se da ¢e pobijediti neki od najboljih
Sahovskih programa. Tako ocekujemo da c¢e biti i u matematici ubuduce:
matematicari (koji ne budu prihvatali pomo¢ kompjutera) bice u moguénosti da
razvijju samo ograni¢enu matematiku.’

Prema tome, dopadalo se to matemati¢arima ili ne, Devis-Herschova teza
nasluéije neizbjezno: sloZenost jednog broja matematickih problema prevazilazi
ljudske sposobnosti i ako u toj situaciji matemati¢ari odustanu od upotrebe
kompjutera, taj dio matematike stvarno ¢e se transformisati u elitni druStveni ritual
(u najgorem smislu rijeci). I, saglasno prethodnom, insistiranje na tome da se govori
o matematici koju samo ljudi proizvode je, u najmanju ruku, neumjesno.
Matematiku ne rade samo ljudi. Trebalo bi da se budu¢e generacije studenata
obrazuju da se matematika moze razvijati i uz pomo¢ kompjutera. Istaknimo ovdje
da su veliku ve¢inu sadasnjeg znanja iz kompjuterskih nauka ¢ovjecanstvu poklonili
matematicari.

I1. Da li je matematika standardna grana nauke?

Sada napravimo pristup sa druge strane. PokuSajmo sa izjavom da je
matematika grana nauke, kao §to su na primjer, fizika, hemija, biologija ili istorija.
U svakoj nauci postoji odredeni ritualni aspekt. Medutim, kod prirodnih i drustvenih
nauka protiv toga djeluje “nezavisni* regulator — predmet izucavanja te nauke. Tzv.
,hominalna“ grana nauke zanima se svojim posebnim predmetom — nekim
parcijalnim dijelom okruzujueg svemira. Zato u tim naukama previSe smijele
fantazije obi¢no se brzo izgube. U biologiji, na primjer, skoro da nije bilo
“istrazivanja” izmisljenih, nepostoje¢ih Zivotinja? Ili — “Zivih struktura” koje
umjesto kiseonika koriste flor.

Da li je matematika jedna od takvih predmetno orijentisanih grana nauke? Da li
matematiku mozZemo posmatrati kao neku posebnu drustvenu djelatnost, svojstvenu
samoj sebi (ortogonalnu u odnosu na “paralelne ravni ostalih nauka“)?

Do pojave neeuklidskih geometrija (1820. godine), matematiku je bilo moguce
posmatrati kao ,,jednu od nauka“. Na primjer, prema Euklidovoj geometriji odnosili
su se kao apsolutno bezgresnoj ,,fizickoj* realnosti prostora.

Materijalisti i marksisti pokusavaju odrzati tu koncepciju ¢ak i u nase vrijeme,
izjavljuju¢i da su predmet matematike prostorne forme i koli¢inski odnosi realnog
svijeta. Da bi ovo moglo da opstane, pojam koli¢ine shvatan je maksimalno Siroko -

7 D.Zeilberger: Theorem for a price: Tomorrow'’s semi rigorous mathematical culture,
Notices of the Amer. Math. Soc. v. 40, no. 8 (Oct. 1993) 978-981. Reprinted in the Math.
Intell. v. 16, no. 4 (Fall 1994) 11-14
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kao Sto je to radio Hegel: kolicina to je ,,savrSeno* svojstvo. Na taj nacin, pod tom
definicijom moze se podvesti ne samo geometrija i matemati¢ka analiza nego i
apstraktna algebra, topologija i sve ostale matematicke strukture. Tako je
determinacija Englesa - da ,Cista matematika, kao svoj object, uzima prostorne
forme i koli¢inske odnose realnog svijeta” - bio je materijal koji je stalno citiran.
Podsjetimo se - da je, svojevremeno, Kolmogorov pisao: "..B pe3yjbTare Kak
BHYTPCHHHX MOTpeOHOCTe M., Tak M HOBBIX 3alPOCOB E€CTECTBO3HAHUS KPYT
KOJMYECTBEHHBIX OTHOIICHWH W TPOCTPAHCTBEHHBIX (GOpM, U3ydaeMbx M.,
Ype3BHIYAHHO PACIIUPSETCS; B HETO BXOAAT OTHOIICHHUS, CYHICCTBYIOIINE MEXKIY
3JIEMEHTaMH [IPOU3BOJILHOM IPYIIIbI, BEKTOPAMH, OTIEPATOPAaMH B (DYHKIIMOHATBHBIX
IPOCTPAHCTBAX, BCE pa3sHOOOpa3ue (OpM MPOCTPAHCTB JIFOOOTO YHCIIA U3MEPEHHH U
T. 11. [Ipn TakoM MIMPOKOM MOHUMAHUH TEPMHUHOB «KOJIMYECTBEHHBIC OTHOIICHHUSD U
“mpocTpaHcTBeHHbIe (HOpMBI” TpHBEAEHHOE B Hayaje CTaTbu ompereieHue M.
TPUMEHHMO U Ha HOBOM, COBPEMEHHOM JTare eé pa3BuTHs."

2.1. Matematika je ipak “ortogonalna* grana nauke?

Po svemu sude¢i, na sre¢u matematiCara, postoji jedan broj mislilaca, koji
smatra da je matematika nije nauka u uobicajenom smislu rijeci.

Platon je pokusao da objasni posebnost matematike, pomocu svojih koncepcija
“svijeta ideaja“ i ,,svijeta stvari“ (pri ¢emu je drugi svijet nesavrSeno utjelovljenje
prvog). Do rodenja covjeka, njegova ,,dusa“ obitava u ,,svijetu ideja‘“, a poslije toga,
za vrijeme njegovog zemaljskog Zivota, zanimajuc¢i se matematikom - Covjek se
koristi sjecanjem na ono §to je njegova dusa naucila u ,,svijetu ideja“. Dakle, po
Platonu, matematicari niSta ne izgraduju, oni, ,,po sjetanju“ istrazuju gotove
strukture.

Po misljenju znatnog broja matematicara, ova Platonova ideja je bila genijalna
slutnja.

U osamnaestom vijeku, Imanuel Kant je uc¢inio sljedeé¢i korak u tom pravcu -
predlozivsi svoju koncepciju sintetickog apriornog. Kao i Platon, Kant je bio
fasciniran egzaktnos$¢u sa kojoj je Euklidova geometrija korespondirala prostoru,
koji nas okruzuje. U to doba nikakvu drugaciju strukturu prostora niko nije mogao ni
da predpostavi. Za raliku od Platona, Kant je predlozio, u cilju objasnjavanja tog
fenomena, da se na Euklidovu geometriju gleda kao na apriornu formu, koju je
stvorio ¢ovjeciji razum, a pomocu koje Covjek uporeduje svoja Cuvstva. Na primjer,
aritmetika prirodnih brojeva je ,,izgradena“ na intuiciji vremena.

To je bila jos jedna genijalna slutnja.

(Naravno, u ovom promisljanju iskoristeni su modeli, umjesto Platonovih i Kantovih
»izvornih misljenja“.)

Sada je prihvacen stav da to nisu vi§e moderne ideje. No, po misljenju jednog

broja matematickih mislilaca, trebalo bi ove ideje pokusati razviti do kraja.

2.2. O aksiomama, teoremama i dokazima

Razmatranja u ovom segmentu po¢nimo sa jednom od prvih teorema iz VI
vijeka prije naSe ere:

Teorem Posle svakog prostog broja nalazi se bar jos jedan prost broj.

¥ http://www.kolmogorov.pms.ru/bse-mathimatic.html
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Potpuna empirijska provjera ove tvrdnje je nemoguca, jer, kao S§to znamo,
prirodnih brojeva ima beskona¢no mnogo. Sasvim je opravdano postaviti pitanje:
Kako su matematicari ubijedili sami sebe da je iskaz ovog teorema tacan?

Dokaz: Dokaz se izvodi koriStenjem kontrapozicije: Predpostavimo da tvrdnja
teorema nije tacna, tj. da prostih brojeva ima samo konac¢no mnogo, recimo k. Neka
su to brojevi: pi, p2, ..., Px . Tada, lako se vidi, broj pips...px*+1 nije djeljiv ni sa
jednim prostim brojem, a razlikuje se od svakog od njih. Prema tome, to je takode
prost broj. Dobili smo kontradikciju da prostih brojeva ima ve$e od k. Dakle, treba
odbaciti hipotezu da prostih brojeva ima samo kona¢no mnogo. Q.E.D.

Zasto matematicari prihvataju prethodno kao dokaz iskaza gornje tvrdnje? Zar
nas bilo koji dokaz ne dovodi do potrebe da dokazemo neko prethodno tvrdenje? Sta
se nalazi na pocetku ovog lanca? Da bi se izbjegla dubioza vréenja u krug i/ili u
beskonaénu regresiju, dokazivanje mora odnekud poceti, sa nekim tvrdnjama sa
kojima su svi saglasni. Te polazne tvrdnje nazivamo aksiomama. Tako su stari Grei
presli ka ideji aksiomatizacije. To je bila genijalna ideja, ali je, nazalost, stagnirala
preko 2000 godina. Potom su tu ideju, u XIX vijeku, Fridrih Gotlab Frege (Fridrich
Ludwig Gottlob Frege) (1848-1925) i Carls Pirs (Charles Sanders Pierce) (1839-
1914) doveli do pojma formalizacije.

Konaéno je, krajem XIX vijeka, David Hilbert (1862-1943) postavio pitanje: Da
li je moguce izabrati konacan i potpun spisak aksioma iz kojeg je onda moguce, uz
primjenu kona¢no mnogo pravila zaklju¢ivanja, dobiti sve matematicke teoreme?
(Ovo pitanje je jo$ jedna genijalna slutnja.). Ono je ravnopravno pitanju: Mogu li se
pomocu aksioma determinisati osnovne matemati¢ke stukture, kao $to su skupovi,
brojevi i sli¢no? 1li, pak, te strukture postoje nezavisno, a pomoc¢u aksioma mozemo
samo pokusati da ih, $to je bolje moguce, opiSemo?

Upravo ovdje je mjesto kada treba podsjetiti da matematicari znaju dokaz samo
unutar nekog aksiomatskog sistema baziranom na nekoj unaprijed izabranoj logici sa
pravilima zakljuCivanja, te da pouzdanost (skoro) poistovjecuju sa izvodljivoséu
unutar tog sistema. U sistemima oslonjenim na Klasi¢énu dvovalentnu logiku
prihvata se postojanje direktnog i indirektnog dokaza jer je, u ovom slucaju,
kontrapozicija, validna. U sistemima oslonjenim, na primjer na Intuicionisticku
logiku, indirektni dokaz nije prihvatljiv.

2.3. Problem postojanja matematickih struktura

Misao o nezavisnosti postojanja matematickih struktura, kod ljudi pojavila se
relativno brzo — ve¢ pri ucenju matematike u skoli. Radi ilustracije izvedimo jedan
test.

Posmatrajmo niz prostih brojeva - blizanaca:

(3,5),(5,7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71,73),
(101, 103), (107,109), (137, 139), (149, 151), (179, 181), (191, 193),
.., (1787, 1789), ..., (1871, 1873), ...,
(1931, 1933), (1949, 1951), (1997, 1999), (2027, 2029), ...
1849. godine Alfonso d’Polinjak (Alphonse de Polignac) (1817 — 1890) izrekao je
tvrdnju da je ovaj niz beskonacan. Ta hipoteza do sada nije dokazana, niti oborena.
Moguce je postaviti pitanje: Da li je tana jedna ili druga tvrdnja?
(a) Niz prostih brojeva — blizanaca je beskonacan.
(b) Niz prostih brojeva-blizanaca prekida se na poslednjem paru.
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Buduc¢i da do sada ova hipoteza nije niti oborena (tvrdnja (b)), niti dokazana (tvrdnja
(a)) prirodno se postavlja pitanje: Da 1i postoji moguénost da ne postoji odgovor na
gore postavljena pitanja? Naravno, ovo je jereticko pitanje, i u potpunoj je
nesaglasnosti sa gotovo svuda prihvatljivim logickim principom iskljucenja treceg:
Pv —|P,

gdje je P bilo koja tvrdnja. Dakle, ako matematicar uvazava ovaj princip kao logicki
princip, onda ne moze sebi postaviti pitanje o postojanju trece mogucnosti. Da bi
tre¢e pitanje dobilo legitimitet neophodno je promijeniti logiku, Sto je za veéinu
matematicara ,,smrtni grijeh”. Ko smije postaviti pitanje o tre¢oj mogucnosti? Ko to
pitanje nikako ne moze postaviti? Kakva je sli¢nost i/ili razlika medu njima? Na
primjer, u Intuicionistickoj logici ovaj princip nije validan logicki princip.

2.4. Treéa mogucénost

Gedelov teorem o nepotpunosti: Ako sistem aksioma egzaktno formulise i
pomocu njih mozemo dokazati prostija svojstva cijelih brojeva, tada taj sistem nije
savrsen u sljedecem smislu: ili je protivrjecan, ili je nedovoljan za rjesavanje
mnogih problema u oblasti svoje kompetencije.

Kurt Gedel (Kurt Godel) (1908-1978) je ovu tvrdnju dokazao jos 1930. godine.
Naravno, sa prakti¢ke tacke gledista, Gedelova teorema je samo opste predskazanje.
To se predskazanje potvrdilo, konkretno, kada je Pol Koen (Paul Joseph Cohen)
(1934-2007) dokazao 1963. godine da opsSte prihvaceni sistem aksioma teorije
skupova (uz predpostavku da su neprotivrjeCni) ne mogu rijesiti problem
kontinuuma. Do tog problema dosao je 1878. godine Pord Kantor (George Philip
Cantor) (1845-1918), u obliku sljedeceg pitanja: Postoje li skupovi koji sadrze vise
elemenata od skupa svih racuionalnih brojeva, a manje od skupa svih realnih
brojeva? Kantor je sam postavio hipotezu o nepostojanju takvih skupova.

I tako, pokazalo se da opste prihvaceni aksiomi teorije skupova nisu dovoljno
moéni da rijeSe problem kontinuuma. Mozda je situacija sa problemom prostih
brojeva — blizanaca sli¢na: aksiomi teorije skupova nisu dovoljni za rjeSavanje ovog
problema: unutar teorije skupova, hipotezu Polinjaka nije moguce ni dokazati ni
oboriti. Zato se ovdje i pominje treca mogucnost. Predpostavimo, na trenutak, tre¢u
moguénost. Ovdje je sasvim razumno postaviti pitanje svakom pojedina¢nom
matematiCaru: Da li smatrate, bez obzira na gore opisana razmatranja, da “u suStini*
niz prostih brojeva — blizanaca mora biti ili konacan ili beskonacan? Da li postoji
mogucénost da se neSto uradi tako da nas aksiomatski sistem postane mocan za
rjesavanje svih matematickih problema? Da li je to mozda zato Sto na§ aksiomatski
sistem nije dovoljan da opisuje realnost nizova cijelih brojeva? A ako je to tako,
kakva vrsta objekta je taj neulovljivi niz? U kom sluslu taj niz postoji?

2.5. Diofantova teorema o nepotpunosti

Druga Goedelova teorema (o neprotivrjecnosti) tvrdi da ako je aritmetika, ili
formalni sistem koji je ukljucuje, neprotivrjecna, to dokaz te Cinjenice ne moze biti
dosegnuto sredstvima tog sistema. Tako, ako je sistem aksioma potpun, tada je to
protivrjeCan sistem. Prema tome, dokaz neprotivrjeCnosti nepotpune teorije mora
sadrzavati sredstva, ideje ili metode, koji nisu sadrzani unutar te teorije. I, sa tim se
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moramo pomiriti. Podsjetimo da je 1970. godine, ruski matematicar Juri Matijasevi¢
(Opuit Bnagumuposua Marusicenu)’ (roden 1947. godine) objelodanio - da je
rijedio Deseti Hilbertov problem'’.
Diofantov toerem o nepotpunosti'' . Mozemo izgraditi Diofantovu jednacinu
Cetvrtog stepena sa 59 varijabli, tako da:
(a) Ako ona ima rjesenje u skupu cijelih brojeva, tada Teorija skupova sadrZi
kontradikciju;
(b) Ako ona nema rjesenja u skupu cijelih brojeva, tada tu cinjenicu ne mozemo
dokazati u Teoriji skupova.

Podsjetimo se da drugi Goedelov teorem tvrdi da ako je formalna artimetika, ili
formalni sistem koji je ukljucuje, neprotivrjecan, to dokaz te Cinjenice ne moze biti
ostvaren sredstvima tog sistema. Tako, ako je sistem aksioma potpun, tada je on
protivrjeCan. Dakle, ako ho¢emo da radimo u neprotivrjeCnim teorijama, tada
moramo prihvatiti da su takve teorije nepotpune.

2.6. Da li prirodni brojevi ,,postoje u prirodi“?

Naravno, do Njutnovog vremena, stvarno se tako moglo misliti. Vasiona je
beskonacna, i zato, krecuci se u jednom pravcu i brojeci korake, bicemo prinudeni
da ,,iskoristime* sve prirodne brojeve. Tj. prirodni brojevi ,,postoje u prirodi®, i zato
- na svako egzaktno formulisano pitanje o njima, moguce je dati odredeni odgovor.
To znadi - da na pitanje o broju prostih brojeva — blizanaca, mogu postojati samo
dva odgovora (niz blizanaca se mora okoncati, ili se nikad ne okoncava).

Medutim, savremena fizika takvu sliku viSe ne podrzava. Saglasno sa sadasnjim
opsteprihvacenim kosmoloskim modelom, u Vasioni postoji manje od 10'°"
elementarnih Cestica. Na taj nacin, iako nas znanja iz aritemtike provociraju da
produzimo niz &estica i poslije broja 10' | u prirodi nesto takvo uopste ne postoji.
Da li ovo znaci da ,,beskonacni rep® cijelih brojeva je samo nasa fantazija?

Kao sto je poznato, starogrcki mislilac Pitagora (oko 550 godine p.n.e) izkazao
je misao da ,,Svijetom upravljaju brojevi“. Njegovi sljedbenici, medu kojima je bio i
Platon, smatrali su da se harmonija Svijeta moze iskazati na jeziku matematike.
Pitagorjeci su razvili koncepciju o postojanju brojeva koji upravljaju Svijetom. Ako
bi se baj jedan ot tih brojeva promjenio — promjenio bi se i sam Svijet.

Istaknimo ovdje da takvi brojevi, a takode i neki drugi matematicki objekti
postoje realno u svijetu Vise realnosti, platonisticke realnosti. Jedan od primjera
takvih brojeva su brzina svijetlosti (c), Plankova konstanta (h) i gravitaciona
konstanta (G). Sa tim brojevima povezana je i konstanta egzaknosti Svijeta o = e*/hc
~ 1/137. Ako se vrijednost bilo koje od tih konstanti promjeni, promjenice se i
Svemir.

Postoji jo$ jedan vrlo znacajan broj — zlatni presjek, definisan kao rjesenje
kvadratne jednacine x* — x — 1 = 0. Taj broj se &esto pojavljuje u u formama Zivuéih
organizama, a takode i u Mikrosvijetu, na primjer, u matricama, koje kodiraju

? http://logic.pdmi.ras.ru/~yumat/index.html
'% http://logic.pdmi.ras.ru/Hilbert10/stat/stat.html, ttp://www.ltn.lv/~podnieks/gt4.html
' http://www.ltn.lv/~podnieks/gt6 . html#BM6_5
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kvarknu strukturu adrona u teoriji'> ’Binarna geometrofizika’ Ju.S.Vladimirova
(FOpwmit Cepreesuu Bnagmmupos (roden 1938. godine)). Primjeri vrlo znacajnih
brojeva u informacionom polju Svemira, prema misljenju V.G.Kregeta"® (Bnagumup
I'eoprueBuu Kpeuer (roden 1938. godine)) su transcendentni brojevi koji se
(neocekivano) pojavljuju u razli¢itim matematickim konstrukcijama i, prema tome, i
u fizikalnim formulama. Na primjer, broj ©, odnos obima kruznice prema njenom
precniku, pojavljuje se u vrlo znacajnom nesvojstvenim integralima, u sumama
nekih beskona¢nih redova sastavljenih iz ’kombinacija’ prirodnih brojeva.

, 1
Analogno, za Eulerov broj e,imamo e = lim(1 +—)n. U skup znacajnih brojeva
n n
koji igraju veliku ulogu u razli¢itim dijelovima fizike su kompleksni brojevi:
podsjetimo se Eulerove formule _
e™ +1=0.

2.7. Postoje li besknac¢ne strukture u prirodi?

Na gornje pitanje - da li u prirodi postoje beskonacne strukture, odgovor moze
biti samo jedan: ne postoje! (Sasvim drugo, iako ne manje vazno pitanje je - kako mi
to mozemo saznati?) Ovo je, u stvari, dovoljno slozen problem.

Kao i ranije, nasa artimeticka znanja nas provociraju da zamislimo ,,broj“ ne
samo cestica u prirodi, nego i skupova cestica , ,,skupova skupova“ i tome sli¢no.
Ako se od N &estica dobija skup od 2" skupova &estica, na taj nadin, podevsi ¢ak i od
praznog skupa Cestica, mozemo ,,dobiti* proizvoljno veliku koli¢inu ,,objekata“!

Medutim, sa fizikalne tacke gledista, ova aktivnost mora biti okon¢ana iz
sljedecih razloga:

(a) spontanosti transformacija elementarnih Cestica;

(6) konacnosti brzina svijeta;

(B) konac¢nosti vremena postojanja Svemira; i
tome slicno.

Cini se da dosta svijetla na ovaj problem baca tvrdnja Seta Lojda (Seth Lloyd)
(rodenog 1960. godine) sa MIT-a: “The Universe can have performed 10'*° ops on
10”° bits (10'*° bits including gravitational degrees of freedom).”"*

Tako, Cini se da za vrijeme postojanja Svemir ne moze uciniti bas mnogo.

Kako bilo, iako je beskonacni niz prirodnih brojeva proizasao iz ljudske prakse
kao apstrakcija realnih procesa svijeta, on ipak nije proizasao kao pravi odraz bilo
kakve strukture relanog svijeta. I da li je zato beskonacnost tog niza samo plod
ljudske fantazije?

Tako je A.N Kolmogorov (A. H. Komvoropog) (1903-1987) pokusao da objasni
kako je covjek, iako obitavaju¢i u kona¢nom svijetu, ipak dosao do ideje
beskonacnosti. O tome se moZe na¢i u djelu ,,Savremeni pogledi na prirodu

1210.C. Bragumupos: eomempodusuxa, Burom, Mocksa 2005.

13 [7], B.I. Kpeuer. O peansHom cyuecmeosaniiu MamemMamuieckux o6ekmos u
mamemamuyeckux cmpykmyp; Kondepenips Ourocodust MaTeMaTHKU: aKTyaIbHbIC
po6nemsl, Mockga, 15 - 16 urons 2007

" Seth Lloyd: Computational capacity of the universe; Physical Review Letters,

88(23)(2002), 237901, 4 pp
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matematike®, na stranicama 232-233, njegove poznate knjige ,,Matematika — nauka i
profesija."

Postoji jedan broj filozofa matematike, kao §to je na primjer, V.G.Krecet, koji
zastupaju misljenje da postoje matematicke strukture same po sebi i da nisu plod
ljudskog misljenja. Kao primjere takvih struktura, on navodi mendeljbrotov skup
(Benoit B. Mandelbrot (roden 1924. godine)), determinisan u kompleksnoj ravni
preslikavanjem z — z* + a, gdje je a proizvoljan kompleksan broj. ,,Slozenu
strukturu ovog skupa sa svim dijelovima ne moZe da shvati ni jedan matematicar,
niti ju je moguée u potpunosti obraditi kompjuterom.“'® Prema Penrouzovom
misljenju (Roger Penrose (roden 1931. godine)) ,,Mendeljbrotov skup nije plod
ljudske imaginacije, ve¢ on uvijek postoji u vanvremenskoj platonisti¢koj
realnosti.“!”. Ne mali broj filozofa matematike navodi kao argumentaciju za tvrdnju
0 postojanju matematickih struktura u prirodi ’visoku efektivnost matematike u
fizici’. Takvih primjera je mnogo, isticu i navode da je, na primjer, specijalna teorija
relativnosti u stvari geometrija prostora Minskovskog, a opsta teorija relativnosti je
teorija strukture cetvoro-dimenzionalnog pseudo-rimanovskog prostora te da je i
sama gravitacija, u stvari, krivina tog prostora

2.8. Formalizam

Ako beskonacan niz cijelih brojeva nije “prirodna struktura®, Sta su onda objekti
tog niza? U kom smislu onda taj niz postoji? I u kom smislu tada postoje sloZenije
matematicke structure: realni brojevi, funkcionalni prostori, algebra, topologije,
neprebrojivo beskonacni skupovi, veliki kardinali, kategorije 1 tome slicno? One su,
tim prije, takode ne — “prirodne structure”! Jednostavniji odgovor na ova pitanja bi
mogao biti: matematicke structure, same po sebi, ne postoje, postoje samo sistemi
aksioma, kojima su determinisani.

(a) Aksiome stvarno postoje;

(b) Matematicari se *dobrovoljno’ zanimaju izvodenjem posljedica iz bilo kojih
Linteresantnih® aksioma, cak i kad im nije poznato $ta te aksiome *pokrivaju’.

Poznato je da je Lobacevski poceo upravo tako.

U filozofiji matematike takav pristup se naziva formalizam. Formalisti
osporavaju pravo matematiCarima da istrazuju proizvoljne sisteme aksioma. Po
njima, sisteme aksioma koji egzaktno ‘pokrivaju’ odredene objekte ima smisla
istrazivati. Ovdje treba uputiti sluSaoca/Citaoca na Podnieks’ovo upozorenjel8: »Ne
brkati ovu ozbiljnu principijelno-filozofsku opciju sa Siroko prihvacenim
karikaturom da je matematicki formalizam besmislena igra sa simbolima.
Prihvatanje te karikature je znak matematicke inferiornosti.*

Razumije se, pocetni osnov matematickih aksioma jeste prakti¢no, tehnicko i
nauc¢no iskustvo covjeCanstva, no aksiome daju znacajno vise od tog iskustva: one se

> A. H. Konmoropos: Mamemamuka — nayka u npogeccus. Beinyck 64 cepun
"bubnnoreuka xBant", Mocksa, Hayka, 1988

16

[7]

"7 Roger Penrose. The Emperor's New Mind (Prevod na Ruski jezik: P.ITenpoys: Hosu ym
kpama, Equropuan YPCC, Mocksa 2003.)

' Karlis Podnieks : The nature of mathematics (Talk on Sankt-Peterburg University, June

22,2006)
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ekstrapoliraju, ugladuju, idealizuju i tome sliéno. Kao rezultat se dobijaju
,»strukture® ¢ijih analoga u prirodi nema.

S te tacke gledista, aksime aritmetike i/ili aksiome teorije skupova ne opisuju
stvarne realne brojeve, ve¢ se njima determiniSe jedan model realnih brojeva. I ako
ti askiomi, moguce, nisu u mogucnosti da razrjeSe problem brojeva-blizanaca, to se
sa tim treba pomiriti, ili postaviti sebi pitanja o moguénostima dopunjavanja ili
izmjene te grupe aksioma.

Sa aspekta formalista, Gedelov teorem o nepotpunosti aksiomatskih sistema
govori o neizbjeznoj dijalektici razvoja matematike — o tome da, koliko god su ti
sistemi aksioma dobro izgradeni, neizbjezna je jedna od sljedec¢ih opcija:

(a) taj aksiomatski sistem dovodi do protivrjecnosti (kada se moraju

usavrSavati); ili

(b) taj aksiomatski sistem je nedovoljan za rjeSavanje mnogih problema u

oblasti svoje kompetencije (kada se, oper, moraju usavrsavati).

Prema tome, moze se izre¢i misljenje da je svaki konzervirani aksiomatski
sistem nesavrSen (upravo zbog svog skamenjenog karaktera), i zato se mora
podvrgnuti usavrSavanju.

2.9. Platonizam?

Sem rjeSenja koje su predlagali formalisti, problem postojanja matematickih
struktura moze se pokusati rijesti i na neki drugi nacin. Budu¢i da (kako smo vidjeli)
matemati¢ke structure ne postoje u prirodi, ali “moraju postojati nezavisno od nas,
dostup samo pomocu intuicije. Takav pristup se, u filozofiji matematike, naziva
platonizam. Platonisti istrajavaju na tome da su matematicari obavezni baviti se
posljedicama tih jedinstvenih varijanti matematickih struktura koje postoje u ,,trecoj
realnosti. S te tacke gledista, beskonacni niz cijelih brojeva jeste ,,tre¢a realnost* po
kojem Polignakova hipoteza moze biti samo istinita ili samo neitinita (tece
moguénosti nema: niz parova-blizanaca se okoncava, ili se ne okoncava). Pri tome,
Gedelov teorem o nepotpunosti pokazuje da nikakav fiksirani sistem aksioma ne
mozZe dati iscrpljujuéi opis beskonacnog niza cijelih brojeva.

Situacija u teoriji velikih kardinala', ¢ini se, podrzava tu iluziju.

Napravimo za trenutak digresiju i podsjetimo se aksiomatizacija Euklidove
geometrije, geometrije Lobacevskog i Rimanove geometrije. Svaki sistem imaja 20
aksioma: EG = [Al, ...,A19]+A20 1GL = [Al, ...,A19]+A,20 RG = [Al, ...,A19]+A”20 prl
cemu aksiome Az 1 A’y 1 A”y u parovima (a i sve tri) zajedno proizvode
kontradikciju. Prvih devetnaest aksioma su im zajednicke. To Cini tzv. *Apsolutnu
geometriju’. Razlike nastaju primjenom dvadesetog aksioma. Govoreci
kolokvijalnim rje¢nikom, kako je moguce da nekompatiblini askiomatski sistemi
opisuju istu realnost? Ako matematicar prihvata logicki princip iskljucenja treceg i
ako prihvata bilo koji aksiomatski sistem geometrije kao nesto §to dobro’ pokriva
realnost, kako tada razumjeva, na primjer, sljedeca tvrdenja, koje bi za njega trebalo
da su tacna:

|- Ago v Az, |- —Az0 = A’V A”.

"% http://en.wikipedia.org/wiki/Large_cardinal property
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2.10. Pozitivna uloga platonizma u matematici

Platonisticki odnos prema matematickim strukturama - karakteriSe veliku
ve¢inu matematicara (koji se, u pravilu, ne zanimaju o smislu svojih aktivnosti). U
prvom, oni predpostavljaju da predmet njihovih istrazivanja ,,postoji‘ nezavisno od
njih samih (i, uopSte, od ljudi). U drugom, oni prenose bez udubljavanja u
problematiku, po analogiji, u svoju ,trecu realnost mnoga privlacna svojstva fizicke
realnosti (na primjer, kao $to je to slu¢aj sa zakonom iskljugenja tre¢eg). Cini se, po
njima, da je za nas ljude - platonizam najbolji efektivni nain rada sa imaginarnim
strukturama. Na primjer, oni sebi predstavljaju nizove cijelih brojeva gotovo fizicki
— kao ,,put u beskonacnost®, i da su u mogucnosti po tom putu traziti poslednji par
brojeva-blizanaca, bez obzira da li taj par na tam putu postoji, ili ne. Matematicari
zive godinama u svojim strukturama, kao u licnom svijetu, a da se skoro nikad ne
zapitaju o znacenju tih stuktura (ako one, uopste uzev, znace bilo §ta).

Rade¢i na takav nacin, matemati¢ari su naucili da dobijaju maksimum
zakljuCaka iz datog broja pretpostavki. Tako, znatan broj matematiCara tumaci
“nedostiznu efektivnost” matematike u odnosu na druge nauke.

2.11. Platonizam kao filozofija

Platonizam nije lo§ metod. Zapravo, kao metod, razmatrao ga je sam autor
termina ,,matematicki platonizam®, Pol Bernajs (Paul Isaac Bernays) (1888-1977).
Bernajs je upozoravao da platoniosticki metod treba podvrgnuti pazljivom
preispitivanju:

"... It is also this transcendent character which requires us to take certain precautions
in regard to each platonistic assumption."

Kako bi trebalo procjenjivati platoniasticku ideju o postojanju ,tre¢e realnosti,
kao opstefilozofske ideje? Treba li toj ideji dati bilo kakvo preimucstvo? Mogli bi,
na primjer, na nasljede¢i nacin:

1. Stoprocentni platonizam je teorijsko skupovni platonizam (vjera u
jedinstvenost “originalnog svijeta skupova®), pa i u aksiom velikih
kardinala;

2. Pedesetprocentni platonizam je platonizam u gledanju na cijele brojeve
(sumnja u teoriju skupova, i vjera samo u jedinstvenost niza cijelih
brojeva).

Ideju ,trece realnosti osmislio je jo§ Platon (njegov apsolutno savrSeni ,,svijet
ideja). No skepti¢ni Kant (1727-1804) ne naSavsi osnove za uvodenje “trece
realnosti”, on je matematicke strukture pripisao ,,drugoj realnosti, tj. objasnio ih je
osobenostima ¢ovjekovog razuma.

Ideja o prihvatljivosti 50% platonizma dolazi od Luisa Brauera (Luitzen
Egbertus Jan Brouwer) (1881-1966)*', koji je predlozio sauvavanje 50%
kantovskog sintetickog apriornog koji se moze smatrati ,,svojstvima covjecijeg
razuma“, ali koji se ne odnosi na ¢itavu matematiku, ve¢ samo na ideju niza cijelih
brojeva. 50% platonisti propagiraju tu iliziju da su Kant i intuicionisti pripisali

2 p. Bernays: Sur le platonisme dans les mathematiques; L'enseignement mathematique, 34
(1935), 52-69.

2L E.J Brauwer: Intuitionism and Formalism, Talk on the occasion of his election to the
Royal Academy of Sciences in 1912.
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svojstva matematicke strukture cijelih brojeva ne u ,,drugu realnost™ vec¢ u ,.tre¢u
realnost®.

Misljenje neurofiziologa bi mozda moglo biti interesantno.” Takvo misljenje
podrzava i izrealski didakti¢ar matematike Ure Leron®.

Misljenja sam da ovdje treba istaci da konzervativizam platonista jo$ uvijek ne
prihvata moguénost postojanja logika osim dvovalentnih logika. Proteklo je preko
40 godina od otkriéa fazi skupova (i fazi logike)** i preko dvadeset godina of otkri¢a
Intuicionaisti¢ke teorije fazi skupova® &ija je logika - Intuicionisticka logika. Dakle,
logika sa beskonacno prebrojivo mnogo istinitisnih vrijednosti.

I na kraju ovog dijela, moze se postaviti pitanje: Kako bi trebalo da se odnose
prema ideji “Trece realnosti® nasi kompjuteri, koji u€estvuju u razvoju matematike?

I11. Matematika — to je matematicko modeliranje?

Georg E.P.Box: All models are wrong, but some are useful.”®

Tre¢i pokuSaj pristupa matematici je zasnovan na pojmu modela. Opste je
prihvaéeno da modeliranje igra zna¢ajnu ulogu u nauci. Parafraziraju¢i Kanta®’,
moglo bi se re¢i da u nekoj nauci ima onoliko nauke koliko se ona zanima
modelitanjem. Neke nauke pokusSavaju modelirati sam proces modeliranja (kao na
primjer, filozofija). Medutim, pokazalo se da matematika komunicira sa
modeliranjem na poseban nacin. Model — to je “object” koji se koristi umjesto
drugog objekta (“originala”) u cilju utvrdivanja svojstava ovog drugog i
prognoziranja njegovog ponasanja.

Smatra se da je sa idejama modeliranja bio upoznat i N.I.Lobacevski (H. W.
JloGaueBckmit) (1792-1856), kada je pokusao identifikovati realnu geometriju
fizickog prostora koriste¢i se astronomskim mjerenjima. Stvar je u tome $to0 je,za
razliku od Kanta, njemu bila poznata - ne jedna moguéa geometrija ve¢ dvije (pri
¢emu ova druga sa odredenim parametrom krivine). I, ¢ini se, da je sasvim prirodno
Sto se kod njega pojavilo pitanje: Koja od geometrija bolje opisuje fizicku realnost?

U biologiji, na primjer, model Zive stanice se postepeno razvijao obuhvatajuci
sve viSe novih eksperimentalno dobijenih informacija. Da li se moze, ako taj potok
novih informacija bude okoncan iznijeti tvrdnja da ¢e se, odsada, istraZivati taj

*? Patricia S. Churchland and Paul Churchland: Neural worlds and real worlds. Nature
Reviews Neuroscience, No. 3(11)(2002), 903-907.

» D.A.Romano: Some Remarks on Uri Leron’s Origin of Mathematical Thinking; In: The
17" Annual Conference Communication Course and Conference “Communication and
Education”, August 29™ — September 3", 2005. Inter-University Center, Dubrovnik,
Croatia, 1-10 pp.

** Fazi skupova u matematiku uveo je Lotfi Asker Zadeh (roden 1921. godine) jo§ 1965.
godine.

% Intuicionisti¢ku teoriju fazi skupova u matematiku je uveo Kre§imir Atanasov (roden
1954. godine) jos 1983. godine u svom izlaganju: Intuitionistic fuzzy sets; VII ITKR’s
Session, Sofia, 1983.

% Box, G. E. P: Robustness in the strategy of scientific model building; In: R. L. Launer, &
G. N. Wilkinson (Eds.), Robustness in statistics. New York: Academic Press. 1979, 201-
236

*7 Ich behaupte, dass, in jeder besonderen Naturwissenschaft, nur soviel eigentliche
Wissenschaft angetroffen werden kann, als darin Mathematik enthalten ist.
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model takav kakav jeste (ne gledajuci na to da je, mozda, neprecizan), i izucavati ga
sljedec¢ih nekoliko godina? Oprezni naucnik ¢e kazati da, od tog momenta, taj
model postaje matematicki model.

3.1. Razlikovna karakteristika — konzervirani karakter i samodopadnost

Mnogi ¢e jo$ uvijek kazati da je matematicki model - model izgraden
sredstvima matematickih struktura, pri tome misle¢i na brojeve, prostore, funkcije i
slicno. Medutim, po misljenju znatnog broja specijalista, najtacniji razlikovni znak
matematickih modela sastoji se u tome §to su modeli odvojeni od svojih “originala”.
Njih mozemo istrazivati godinama a da se pri tome nikad, ili gotovo nikad, ne
upustimo u istrazivanje “originala” povezuju¢i dobijena svojstva modela sa realnim
svojstvima ‘“‘originala. Matematicatri su saglasni da je to glavna karakteristika
matematickih modela od ne-matematickih modela. Na taj nacin, specificnost koja
pravi razliku izmedu matematike i drugih nauka je specifi¢nost metoda — izgradnja i
istrazivanje modela koji su u potpunosti odvojeni od modeliranih objekata. “Vise
nego ista drugo, matematika je modeliranje.“®. Ili, (Polinije Hamletu) mozda je to i
bezumlje, ali u njemu ima nekog sistema.” Na ovu ,matemati¢ku ekskurziju®
V.Sekspira skrenuta je paZnja (matemati¢koj) javnosti, u knjizi Stanislava Lema
»ouma tehnologije”. Matematicar moze proizvoljno modifikovati svoj model,
odaljiti ga od orginala po volji, pa ¢ak i1 urusSiti ga (tj. snadbjeti ga nekom
kontradikcijom) i baviti se izuCavanjem takvog modela godinama. Po miSljenju
jednog broja matematiara-filozofa, u matematici su omoguéena takva
eksperimentisanja ,,po definiciji“ - zbog odvojenosti modela od ,,originala“. Drugim
rije¢ima, zbog konzervativnog i samodopadnog kataktera matemati¢kih modela.

3.2. Baze podataka — matematicki modeli?

Baze podazaka nekog preduzeca su, bez sumnje, model tog preduzeéa. Sto su
baze podataka potpunije, tim se one lakS§e mogu iskoristiti kao zamjena samog
preduzeca, na primjer, za obradu statistickih podataka, ili za finansijsku kontrolu. U
odgovaraju¢im determinisanju sloZenijih privrednih subjekata, matematicki model
odvajamo od samih privrednih subjekata, i bavimo se tim modelom samostalno.
Takvu odvojenost baze podataka od “subjekta” lako modeliramo prema razlic¢itim
ciljevima. Cak, moZemo napraviti bazu podataka koja sa polaznim ,originalom®
skoro da nema nista zajednicko. Gotovo sasvim kao u matematici. Takve baze
podataka su, na primjer, podaci koji se po neCemu razlikuje od modela kretanja
planeta sunc¢evog sistema, a koji je, kao model, opste prihvacen.

3.3. Formalni modeli ili matematizirani modeli?

Nevjerovatno je, ali istinito (gotovo su svi saglasni) da modeli, odvojeni od
svojih ,,originala“ (tj. konzervirani i samodopadni modeli), obrazuju vaznu klasu
modela. Bilo bi adekvatnije njih nazivati formalizovani modeli, a odgovarajuce baze
podataka koje vise odgovaraju prirodi nazivati matematicki modeli. Baze podataka

¥ Morris Kline: More than anything else mathematics is a method.
* Though this be madness, yet there is method in't.
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preduzeca, nesumnjivo, predstavljaju formalni model, ili specifi¢nu klasu formalnih
modela. Da li istrazivanje tih modela jo$ uvijek ne spada u matematiku? No, kako bi
u tom slucaju trebao nazvati nauku koja se bavi istrazivanjem ne nekog posebnog
formalnog modela ili klasom takvih modela ve¢ istrazivanjem modela kao takvog?
Na ovo piotanje odgovor je ponudio Viktor Mihajlovi¢ Gluskov (Bukrop
MuxaitnoBny ['mymikoB) (1923-1982): “Ako smatrate da matematika mora imati
svijetliju buduénost, tada se, vjerovatno, treba saglasiti - da gorepomenute metode
takode spadaju u matematiku. U suprotnom, matematika ide ka konzerviranju, a
umjesto nje, pojavice se nesta novo.**’

Zato bi se trebalo saglasiti sa konstatacijom da - konzervativnost i
samodopadnost jeste autenticna razlikovna karakteristika, zapravo, samo
matematickih modela. Tako, u skladu sa ovom tezom, mi se bar malo priblizavamo
razumijevanju ,ortogonalne prirode“ matematike kao nauke. Matematika moze
izuCavati proizvoljne objekte, procese, sisteme, i tome slicno, bez bilo kakvih
ogranicenosti. Specifikum je samo metod pristupa tom izucavanju — izgradnja
modela jeste smisao istraZivanja, bez obracanja ka ,,nekom originalu“. Matematika
treba da se bavi razvojem metoda izgradnje i istrazivanja takvih metoda.

Sistem cijelih brojeva je model procesa racunanja, a sistem realnih brojeva je
model procesa mjerenja. Ove dvije strukture se najceS¢e koriste pri izgradnji
matematiCckih modela. Nije jasno zasto se ,brojevno modeliranje” najcesce
poistovjecuje sa matematickim modeliranjem uopste. Ve¢ odavno nije vise tako.

U informatici se uveliko koristi tzv. jezik prvog reda (i/ili neki njegove
analogije) da bi se modelirala ontologija. Zato se, u informatici, sada moze govoriti
o ontologijama u mnozini.

3.4. Aspekt negacije

Odvojenost matematickih modela od ,,originala® otvara moguc¢nost mogucim
istrazivanjima u nekorisnim pravcima kada se model istraZzuje sam po sebi, i koji se
nikada nece primjenjivati za modeliranje bilo ¢ega korisnog. Ali, smatra jedna broj
matematiCara, da su to ipak vazna istrazivanja, jer je vazno saznati Sta ti aspekti
pojavnosti modela nude. To je u vrlo bliskoj vezi sa osnovnim principom —
moguénost odvojenosti modela od njegovog ,,originala® i negovo izuCavanje bez
komunikacije sa modelom, i, na kraju, mogucnost da se model izmijeni na takav
nacin da on ne odgovara vise nikakvom ,,originalu®“. Da li je ovo neozbiljno i/ili
smijesno? No, bez ovoga nema matematike.

3.5. Zasto svi nisu saglasni?

Zasto znaCajan broj matematiCara nije saglasan da razlikovni karakter
matematickih teorija upravo i jeste njihov konzervatizam i samodopadnost?
Svjatoslav Sergejevi¢ Lavrov (CestocmaB Cepreesuu Jlapo) (1923-2004), u
pismu Karlisu Podnieksu (oktobra 1988), iznio o tome svoje misljenje:

30 B. M. TnymkoB: [ Hoceono2uueckue ochossl Mamemamusayui Hayk; LIpenpiHT ceMHUHapa
Wucruryra xubepHerukn AH YCCP “Memoodonozuueckue sonpocwi kubepnemuxu”,
Kues, 1965.
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,»--. Drugo, unutar proizvoljne teorije, njene se teoreme sastoje, u pravilu, iz dva
dijela: uslova i zaklju¢aka. Zakljucci teorema su, prema tome, posljedice ne samo
fiksiranih aksioma nego i nekih konkretnih uslova iskazanih u teoremu. A $ta su ti
uslovi ako ne prosirenje fiksiranih principa sistema? Trece, proizvoljna matematicka
teorija je otvorena za dopunjavanje novim pojmovima. Tako, u analizi, slijedeci
pojam neprekidnosti funkcije, uvode se pojamovi: tacka prekida, klasifikacija takvih
tacaka, pojam funkcije neprekidan na segmentu kao i na drugim skupovima,
ravnomjerna neprekidnost, LipSicov uslov, i tome sli¢no. Istrazivanja svojstva
svakog novog pojma, kao i njihovih svojstava, postepeno potiskuju u drugi plan
polazni aksiomatski sistem. ...

Ovo uopste ne protivrijeci tezi o nezavisnosti neizmjenjenosti polaznog sistema
principa (aksioma i pravila zakljucivanja), ali sprje¢ava percepciju matematickih
teorija kao ,,konzerviranih stvari* na kojima rade ’radni’ matematicari.

Rasvjetljavanje konzerviranog i samodopadnog karaktera matematickih modela
je samo prvi korak u shvatanju prirode matematike. Ali je zato, bez tog koraka,
nemoguce pravilno shvatiti ni poseban polozaj matematike medu drugim naukama,
ni kako matematika djeluje.

3.7. Dva nadina gledanja na matematiku!

Kao $to je poznato, postoje dva mehanizma misaonih djelatnosti covjeka:

(a) Lijeva strana mozga je ,.kompjuter, koji raspolaze sposobnostima efektivnih
algoritamskih djelatnosti, i koja umije dobro da djeluje u granicama zadanih pravila
(a da pri tome ne postavlja pitanje ,,zasto*).

(b) Desna strana mozga je tvorac, sposoban prevazilaziti granice odredene datim
pravilima (to i jeste sposobnost sinteze i stvaranja).

Sergej Jurjevic Maslov (Cepreii IOpbeBny Macinos) (1939-1982) ovdje je vidio
analogiju sa ,,nekim apsektima razvoja matematike*.** **

K. Podnieks je misljenja da bi trebalo, bez pretjerivanja u strogosti, pro§iriti ovu
analogiju ne samo na ‘neke aspekte razvoja matematike’ nego i na svu matematiku
uopste.

Dakle, u svijetu matematickih modela, ljudi se zanimaju dvijema aktivnostima:

(a) Istrazivanjem fiksiranih modela, fiksiranih matemati¢kih struktura ili
sistemima aksioma. To ’odgovara’ profilu lijeve polupopte — sposobnost
ekfektivnog djelovanja u granicama zadanih pravila (bez postavljanja
pitanja ,,zasto);

(b) Izmjenama postoje¢ih modela, matemati¢kih struktura ili skupa aksioma
kao i izgradnja novih. To ’odgovara’ desnoj polulopti — sposobnost
prelazenja granica dopustenog, potreba za novim.

Tako dobijamo da matematika djeluje, moglo bi se reci, u dvije dimenzije. Veéi

dio radnog vremena matematicari provode u smjerovima prve dimenzije - rade¢i u
konzervativnim teorijama (nad fiksiranim matemati¢kim strukturama). Zapravo, ovo

3! Karlis Podnieks : The nature of mathematics (Talk on Sankt-Peterburg University, June
22,2006)

32 C. 1O. Maciios. Acummempusi NO3HABAMENbHBIX MEXAHUIMO8 U ee cledcmeusi; CEeMHOTHKA
u nadopmatuka, Bein. 20, AH CCCP, BUHUTH, Mockga, 1983, 3-31.

33 C. 10. Macios. T. eopusi 0e0yKMUBHbIX cucmem u ee npumerenus; Paano u cBsizb, MOCKBa,
1986.
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je sustina i izvor tzv. nedostizne efektivnosti matematike (kako je vide drugi) —
sposobnost matemati¢ara do dobiju maksimalan broj zaklju¢aka iz zadanog broja
predpostavki. No, s vremena na vrijeme, oni su prisiljeni i kretati duz druge
dimenzije — mijenjajuci svoje teorije (i strukture), ili izgradujuci nove.

A.A Maslenikova (MacnennnkoBa A. A) je na konferenciji posvecenoj filozofiji
matematike, odrzanoj u Moskivi u juna 2007. godine, iznijela tvrdenje’® da
Goedelove teoreme imaju neposrednu vezu sa ustrojstvom ljudskog mozga.
R.Penrous je iskazao stav da ih (teoreme) moZemo iskoristiti u dokazivanju
principijelnih razliCitosti izmedu izmedu Covjecijeg mozga i kompjutera. Njegova
razmatranja su iSla u pravcu da kompjuter djeluje strogo logicno i nije sposoban za
odlucivanje ako ono prelazi granice akiomatike, a takva tvrdenja, po Goedelu,
postoje. Covjek, pak, susretiv§i se sa takvim tvrdenjima, moZe odrediti njegovu
istinitost izlaZzenjem iz okvira date determinisanosti.

3.8. O drugacinem pristupu

Prvo determinisanje ne iscrpljuje svu sustinu matematike. Zar matematika nije
»hrpa®, na prvi pogled, nepovezanih (iako mozda fiksiranih i samodopadnih)
struktura? Naravno da nije! Matematika je sistem takvih struktura. Zato istrazivanje
zakonomjernosti tog sistema trebalo da je vazna zadaca filozofije matematike. S te
tacke gledidta, bi, gledaju¢i poznati visetomni project ‘Nikole Burbakija®® -
“Elementi matematike” to trebalo prihvatiti kao pokuSaj sistematskog razmatranja
drugog determinisanja matematike.

U oktobru 2004. godine Matematicko kraljevsko drustvo organizovalo je
dvodnevnu diskusiju na temu ,Priroda matematickog dokaza“*®, posveéenu
mogucénostima izlaska iz najnovije krize. U diskusiji se pojavio Sirok spektar
misljenja u vezi sa tim, a ni jednom prihvatljivo rjeSenje. Tema razgovora je bio
unutar matematike: problem odnosa medu matematicarima koji se bave teorijskom i
primjenjenom matematikom i onih koji se bave primjenama u raCunarskim
oblastima matematike.

IV Zakljuéak

U zakljucku postavimo pitanje: Kakve se jo§ krize mogu ocekivati u daljem
razvoju matematike? Jedna od moguénosti moZze biti u nekom zatvorenoj unutrasnjoj
protivrje¢nosti visoke sloZenosti (unutar matemati¢kih razmatranja) o kojoj sada
niko ni ne razmislja. MoZemo pokusSati sebi predstaviti neke protivrjecnosti kao

18] A.A. Macnenuukosa. Porb meopem I'é0ens 6 0CHOGAHUAX MAMEMAMUKIL |
Kondepennus Ounocoduss MaTeMaTHKH: aKTyalbHBIE IpoOieMsl, MockBa, 15 - 16
ntons 2007
35 Nicolas Bourbaki je speudonim za udruzenje matemati¢ara osnovano 1935. godine od
strane francuskih matematicara Henri Cartan, Claude Chevalley, Jean Coulomb, Jean
Delsarte, Jean Dieudonné, Charles Ehresmann, René de Possel, Szolem Mandelbrojt,
André Weil.

36 A. Bundy, D. MacKenzie, M. Atiyah and A. Maclntyre, eds., The nature of mathematical
proof, Proceedings of a Royal Society discussion meeting, Phil. Trans. R. Soc. A,
363(1935) (2005), 2461.
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posledice nekih greSaka na novoima dubljih od sada$nje moguénosti ljudskih
poimanja i/ili koji prevazilaze mogucnosti dana$njih kompjutera.

Da i ¢e se realizovati ove prognoze, ili ne, sigurno je da ¢e se buducnost Ciste
matematike bitno razlikovati od njene proslosti. Krajem XIX vijeka gotovo svaki
matemati¢ar bio je u moguénosti da u potpunosti 'uvidi’ ispravnost svih tada
postojec¢ih teorema u dosta kratko vrijeme. 100 godina poslije, recimo 1976, poslije
dokaza teorema o Cetri boje, o tome ne moze biti ni rijeci, ali pojedini matematicari
jos uvijek teorijski mogli razabrati Sta se deSava u dokazima bilo kojeg teorema.
Procjenjuje se da Ce situacija 100 godina poslije, recimo 2075. godine, biti znatno
sloZznjena nego $to je to sada. Mnoge oblasti Ciste matematiCke bic¢e izgradene uz
koriStenje teorema Ciji dokaze u potpunosti neCe moci shvatiti ni jedan Zzivuéi
matematicar toga doba — ni kao pojedinac ni kolektivnim naporima. Naravno, da ¢e
ve¢ina matematiCara i dalje dokazivati teoreme tradicionalnim metodama. Moguce
je, takode, da ¢e se, u to vrijeme, oblasti unutar matematike znatno razdvojiti i, sem
toga, da ¢e se veza izmedu matematike i drugih nauka znanto utanjiti te da e
principijelo-filozofsko pitanje o jedinstvenom predmetu matematike postati
anahronizam.

Savremeni metodoloski skepticizam u matematici u znacajnoj mjeri oslanja se
na rezultate Goedelovih teorema. No, ako ih posmatramo u pesimistickom smislu
one nam govore samo o tome da mi ne raspolazemo logickim sredstvima za
dokazivanje neprotivrjecnosti mnogih teorija. No, one niSta ne govore o stvarnim
svojstvima matematickih teorija. Po misljenju jednog broja filozofa matematike,
Goedelove teoreme formiraju brane na utabanim putevima formalizacije i logicizma
u zasnivanjima osnova matematike, ali upsSte ne stavljaju pod sumnju fakticku
strogost matematike na planu neprotivrjecnosti niti na mogucnost postojanja nekih
drugih racionalnih puteva.
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