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Uvod

Predmet razmatranja u matematickoj statistici je populacija ili generalni
skup elemenata. Kvantitativna ili kvalitativna karakteristika elemenata popu-
lacije zove se obiljezje. Pod statistickim eksperimentom se podrazumijeva regi-
strovanje vrijednosti obiljezja X na nekom podskupu populacije, koji se naziva
uzorak.

Bitno je da uzorak bude reprezentativan tj. elemente uzorka treba birati na
slucajan nacin, tako da se neutraliSe svaka moguca zavisnost izmedu posmatra-
nog obiljezja i uzorka.

Osnovni cilj matematicke statistike je da se na osnovu statistickog eksperi-
menta dode do zakljucaka o nepoznatoj raspodjeli F(z) obiljezja X, radi pro-
gnoziranja buducih rezultata i eventualnog preduzimanja mjera da ti rezultati
budu §to povoljniji.

Neka se na populaciji statistickim eksperimentom bira element i registruje
vrijednost obiljezja. Rezultat eksperimenta je slucajna promjenljiva X. Pona-
vljajuéi eksperiment n puta slozeni eksperiment se opisuje n- dimenzionalnom
slu¢ajnom promjenljivom (X7, Xa, ..., X;,) koja predstavlja slu¢ajni uzorak. U
daljem ¢emo posmatrati takozvane proste slucajne uzorke.

Definicija 1 Prost slu¢ajan uzorak obima n, iz populacije na kojoj obiljezje X
ima funkciju raspodjele F(x), je slucajni vektor (X1, Xa, ..., Xy), pri éemu su
X1, Xo, ..., X, nezavisne sluéajne velicine sa istom funkcijom raspodjele F(x)
kao i obiljezje X. Funkcija raspodjele slucajnog vektora (X1, Xa, ..., X,) je:
F(Il,IQ,...,xn) = P{Xl levXQ S-’EQ,H-’Xn an}

= [l 7
k=1
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U realizovanom statistickom eksperimentu slucajni vektor (X1, Xa, ..., X,,) pred-
stavlja n-torku brojeva (1, 2, ..., Z,) 1 zove se realizacija uzorka.

Definicija 2 Neka je f : R® — R Borelova funkcija i (X1, Xo, ..., X)) uzorak
uzet iz raspodjele F'. Tad se slucajna veli¢ina f(X1, Xa, ..., X,,) zove statistika.

Ovim radom opisane su tacne i asimptotske raspodjele sledeé¢ih statistika:
1. Empirijska funkcija raspodjele;
2. Uzoracki momenti (specijalno: uzoracka sredina i uzoracka disperzija);
3. Statistike poretka ( minimalna, maksimalna ili proizvoljnog reda);

4. Uzoracka medijana i kvantili;

1 Empirijska funkcija raspodjele

Empirijska funkcija raspodjele F,,(z) predstavlja uzoracki ekvivalent teori-
jskoj funkeiji raspodjele F(xz) = P{X < x}. Prije definisanja empirijske funkcije
raspodjele potrebno je podsjetiti se na slu¢ajnu veli¢inu indikatora dogadaja:

1, zaX<«x

I(ng)_{ 0, zaX>cz (1.1)

sa dvotackastom raspodjelom nula-jedan:

I: ( F(lac) 1—2“(33) ) (1.2)

Definicija 3 Neka je (X1, Xa,...,X,,) prost slucajni uzorak iz raspodjele F.
Sluc¢ajna velicina F,, : R — R data sa

n

S I(Xp <), —00 <z <00 (1.3)

k=1

F,(x) =

3=

zove se empirijska funkcija raspodjele.

Kako su matematicko ocekivanje i disperzija indikatora dogadaja dati sa:

EI(X <z)=F(x)

DI(X, <z)=F(z)(1-F(z)), k=0,1,....,n

i kako slucajna veli¢ina

nF,(z)=> I(X; <) (1.4)



predstavlja sumu od n nezavisnih jednako raspodijeljenih slucajnih veli¢ina sa
dvotackastom nula-jedan raspodjelom, to slucajna veli¢ina (1.4) ima binomnu
B(n, F(zx)) raspodjelu.

Odatle slijedi da je za £k =0,1,...,n:
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sa matematickim ocekivanjem:

i disperzijom:
1
D(Fn(z)) = ~F(2)(1 - F(z)) (1.7)
Ako uzoracke vrijednosti X1, Xo, ..., X,, poredamo u neopadajuci poredak
X(l) < X(Q) <...<Z X(n)

tada se niz X (1), X(g), ..., X(n) ZOve varijacion: niz.
Realizaciju (1), (g), ---, T(n) Vvarijacionog niza posmatramo na realizovanom
uzorku, te za nju analogno vrijedi

1) S T2) < o S Ty
Empirijska funkcija raspodjele moze se odrediti na slede¢i nagin:

0, akojex <z
F.(z) = %, ako je vy <@ < x(pyr), 1<k<n—1 (1.8)
1, akoje x> x(p).

Fundamentalan znacaj empirijske funkcije raspodjele F,(z) je u tome $to
ona, u svakoj fiksiranoj tacki x, dobro aproksimira nepoznatu teorijsku funkciju
raspodjele F'(z) obiljezja X, kad obim uzorka neogranic¢eno raste.

Naime, na osnovu jakog Borelovog zakona velikih brojeva za svaku fiksiranu
tacku x vrijedi skoro sigurna konvergencija

Fo(z) 2% F(x), n — oo (1.9)

Sledec¢a teorema, nazvana centralnom teoremom matematicke statistike, tvrdi
da je gore navedena skoro sigurna konvergencija uniformna po z (vidi [6]).

Teorema 1.1 (Glivenko-Kanteli) Neka je {F,}nen niz empirijskih funkcija
raspodjele dobijenith na uzorku obima n, uzetog iz raspodjele F. Vrijedi jed-
nakost:

P{ lim sup|F,(z)— F(z)| =0} =1 (1.10)

N0 zeR
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Grani¢nu raspodjelu statistike maksimalnog odstupanja empirijske od teorijske
funkcije raspodjele:

D, = D, (X1, Xs,.... X)) =sup|F,(z) — F(z)], z€R (1.11)
z€R

uz pretpostavku da je F' neprekidna funkcija, odredio je A.N. Kolmogorov 1933.
godine. Slede¢om teoremom je pokazano da grani¢na raspodjela statistike D,
ne zavisi od funkcije F'.

Teorema 1.2 Ako je F' neprekidna funkcija, tada je

oo
lim P{ynD, <t} = Y (~1)Fe 2
k=—oc0
= 1+2) (D 150 (1.12)
k=1

Teorema 1.2 koristi se za provjeravanje statisticke hipoteze da obiljezje X ima
pretpostavljenu funkciju raspodjele.

Jo§ jedna interesantna teorema govori o osobinama empirijskih funkcija
raspodjela. To je teorema Smirnova iz 1944.godine, a koristi se za testiranje
statisticke hipoteze da su dva uzorka uzeta iz iste raspodjele.

Teorema 1.3 (Smirnov) Neka su Fi,, (x) i Fa,, (x) empirijske funkcije raspo-
djela definisane na nezavisnim uzorcima (X11, X12, -, X1n,) ¢ (Xo1, X292, .oy Xon, ),
uzetih iz iste populacije na kojoj obiljezje X ima raspodjelu F', i neka je statistika
ngihovih maksimalnih odstupanja

Dnlng = sup |F1ﬂ1 (il?) - Fl’ﬂl ({E)|
r€R

Ako je funkcija raspodjele F' neprekidna, onda za svaki pozitivan broj t vrijedi:

lim P{, /"2

ni,N2—00 ny + no

Dipyny <t} = K(t)

1+23 (-1)ke 2 (1.13)
k=1

2 Uzoracki momenti

Posmatrajmo uzorak (X1, X, ..., X,,) uzet iz raspodjele F'.

Definicija 4 Uzoracka sredina je statistika koja predstavlja aritmeticku sredinu
komponenti uzorka:

_ 1<
X, =— X 2.14
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Statistika X,, predstavlja uzoracki ekvivalent matematickom ocekivanju F(X)
kod teorijske raspodjele obiljezja X.

Definicija 5 Uzoracka disperzija je statistika

a9 1 <& _
Sn=— > (X - X)) (2.15)
k=1
gdje je sa X, oznacena uzoracka sredina.

Statistika gi predstavlja uzoracki ekvivalent disperziji D(X) = E(X — EX)?
kod teorijske raspodjele obiljezja X.
Statistike X,, i S,, su specijalni slucajevi sledeéih uzorackih momenata.

Definicija 6 Obic¢ni uzoracki moment reda k je statistika
A = 1 i Xk (2.16)
! "= Z '
Statistika A, predstavlja uzoracki ekvivalent teorijskom obi¢nom momentu
reda k definisanom sa my = E(X%).
Definicija 7 Centralni uzoracki moment reda k je statistika
1 _
Bup == > (Xi = X,,)F (2.17)
i=1

Statistika B, predstavlja uzoracki ekvivalent teorijskom centralnom momentu
reda k definisanom sa py, = E(X — EX)F.
— —2

Na osnovu gornjih definicija je ocigledno A, = X, 1 Bra = 5,.
U vezi sa uzorackim momentima razmotri¢éemo nekoliko pitanja:

1. Numericke karakteristike uzorackih momenata;

2. Tac¢na zajednicka raspodjela statistika X, i ?i kod uzorka iz normalne
raspodjele

3. Granicne raspodjele uzorackih momenata, pri n — oo.

2.1 Numericke karakteristike uzorackih momenata

Neka je X obiljezje sa funkcijom raspodjele F', za koje vrijedi
E(X)=m, D(X)=0% E(X*)=my, BE(X-m)"=pu

(vidi se da je m; = m i uz = 0?) i neka je (X1, Xa,..., X,,) uzorak uzet iz
raspodjele F'.
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Primjer 2.1 Odrediti E(X,,) i D(X,,).

Rjesenge:

Primjer 2.2 Odrediti
Rjesenge:

E(Xy)

E(S

n

)i D(S

(2.18)

(2.19)

2
n

n—1
o

(2.20)

Da bismo odredili D(?i) prvo nadimo E (?i)z.

B

k=1

Xk _ yn)Q)Q
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Sada je

(2.21)

(2.22)

Primjer 2.3 Odrediti E(Apnk) @ D(Ank).

Rjesenge:

D(Ank)

E(A.) =

(2.23)
RN,
= D(ﬁ ZXZ)
=1
1 & L
= EZD(Xi)
i=1
1 n
= > B - m)?
=1
1 n
= = ) (BXF)? - 2B(XF)mi +m})
=1

1
= ﬁn(mgk — mi)

mogk —m% ’

. (2.24)
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Zadatak 2.1 Pokazati da je

E(Bnk) = Mk

D<Bnk> = =

g(uzk — 2kpu—1prr — 1y + Ko _q)

2.2 Zajednicka raspodjela statistika X, i gi kod uzorka iz
normalne raspodjele

Za pocetak navedimo samo definicije dva tipa raspodjela bitnih za razumi-
jevanje pomenute zajednicke raspodjele iz naslova.

Definicija 8 (x?- raspodjela ) Raspodjela F(%, %) odredena gustinom

n2=1e=2/2 " ko jex >0

fa(z) = { R TR (2.25)

0, ako je x <0

zove se x* — raspodjela sa n stepeni slobode i oznacava sa x?2.

Metodom karakteristi¢nih funkcija lako se dokakazuje da ako su X1, Xo, ..., X,
nezavisne slucajne velicine iz A(0, 1) raspodjele, onda zbir njihovih kvadrata
ima x2-raspodjelu, tj. vazi jednakost:

X2 =X+ X3+ ..+ X2

Definicija 9 (Studentova ¢ raspodjela) Neka su Xo, X1, Xo, ..., X,, nezavi-
sne slucajne velicine sa N'(0,1) raspodjelom. Raspodjela sluéajne velicine

Xo p.C
VAT X34+ x2) /e

tn, =

zove se Studentova t raspodjela sa n stepeni slobode, i oznacava sa t,.

Gustina t,, raspodjele je odredena formulom

F(nTH) a? (n+1)/2
folz) = —=—=1+—)"" ,zeR (2.26)
" vnrl(%) n
Poznavanje zajednicke raspodjele statistika X, i ?i, u slucaju kada obiljezje
X ima normalnu raspodjelu, ima veliku primjenu u matematickoj statistici na
primjer prilikom ocjenjivanja ili testiranja hipoteza o parametrima normalne
raspodjele. Teoremu koja slijedi dokazao je FiSer jos 1925. godine, a njen dokaz
se moze pronadi u veéini udzbenika statistike (vidi npr.[9]).

Teorema 2.1 (FiSer) Neka je uzorak (X1, Xo, ..., X,) uzet iz normalne raspo-
djele N'(m,0?). Tada vrijede tvrdnje:
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L. A ] .
1. Slucajne velicine X,, © S,, su nezavisne.

2. Slucajna velicina Y”g_m\/ﬁ ima N(0,1) raspodjelu.

2
2 ima x2_ raspodjelu.

3. Slucajna velicina nU

Koristec¢i prethodnu Teoremu 2.1 i Definiciju 9 dokazuje se jos jedna vrlo vazna

i Gesto koristena zajednicka raspodjela statistika X, i S,,. Opisana je sledeéim
primjerom.

Primjer 2.4 Neka je uzorak (X1, Xa, ..., X,,) uzet iz normalne raspodjele N'(m, o).
Odrediti raspodjelu sluc¢ajne velicine Y%izmm

Rjesenjge:

Ako je uzorak (X1, Xa, ..., X,,) uzet iz normalne raspodjele N'(m,o?), tada
sluéagna velicina X ,, ima N (m, %2) raspodjelu, odnosno kao $to tvrdi prethodna

teorema, slucajna veli¢ina ?%m n 1ma N(0,1) raspodjelu. Sem toga, prema
=2
turdnji prethodne teoreme, slucajna velicina 5o ima X2_, raspodjelu. Posma-

0-2
trajmo kolicnik:

t = AL Xp —m
Sh

Vn—1 (2.27)

1 nS-
n—1 o2

Iz Definicije 9 slijedi zakljucak da sluc¢ajna velic¢ina
t=———vVn-1 (2.28)
mma t,_1 raspodjelu.

2.3 Granicne raspodjele uzorackih momenata

Za odredivanje grani¢nih raspodjela gornjih statistika koristimo grani¢ne teo-
reme teorije vjerovatnoce. Za formulisanje ovih teorema potrebno je definisati
konvergencije nizova sluc¢ajnih velicina.

2.3.1 Konvergencije nizova slucajnih vli¢ina

Razlikujemo 4 osnovna tipa konvergencija (vidi [5]):
-konvergencija skoro sigurno
-konvergencija u srednjem reda p (0 < p < 00)
-konvergencija u vjerovatnoci
-konvergencija u raspodjeli
Neka je X1, Xo, ... niz slucajnih veli¢ina definisanih na istom prostoru
vjerovatnoca, sa istom funkcijom raspodjele F'(x).
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Definicija 10 Niz slucajnih velicina (X,) konvergira skoro sigurno
ka slucajnoj velicini X, ako vaZi:

P{w: lim X,(w)=X(w)}=1 (2.29)

n—oo
. ~ S.S8.
Ova konvergencija se oznacava sa X, = X,n — oo.

Definicija 11 Niz slucajnih veli¢ina (X,,) konvergira u srednjem reda p
(za 0 < p < 00) ka slucajnoj velicini X, ako je E|X P < oo i vrijedi:

lim E(|X, — X|)? =0 (2.30)

n—oo

g . L?
Ova konvergencija se oznacava sa X, — X,n — oo.
Specijalno, konvergencija u srednjem reda p = 2 zove se konvergencija u

. . . s.k.
srednje-kvadratnom, i oznacava sa X, = X,n — co.

Definicija 12 Niz slucajnih velicina (X,,) konvergira u vjerovatnodéi ka slucajnoj
velicini X, ako vaZi:

(Ve >0) lim P{w: |X,(v) — X(w)| >} =0 (2.31)

n—oo -
g . P
Ova konvergencija se oznacava sa X, — X,n — oo.

Definicija 13 Niz funkcija raspodjele (F),) slabo konvergira ka funkciji raspod-
jele F', ako u svakoj tacki neprekidnosti funkcije F' vrijedi:

lim F,(z) = F(x) (2.32)

n—oo

U tom slucaju se kaze da niz slucajnih velicina (X,), sa odgovarajucéim
funkcijama raspodjele F,(x) = P{X, < z}, konvergira u raspodjeli ka
slucajnoj velicini X, kojoj odgovara funkcija raspodjele F(x) = P{X < z}.
Owa konvergencija se oznacava sa X, B X,n— .

2.3.2 Kratak pregled grani¢nih teorema

Kaze se da za niz (X,,) slucajnih veli¢ina vazi slabi zakon velikih brojeva
ako vrijedi:

1 n 1 n p
- > Xy - - > E(Xy) =0, n— oo, (2.33)
k=1 k=1
a za niz (X,,) vrijedi jaki zakon velikih brojeva ako je:
liX fliE(X)g'O n — oo (2.34)
n ] k n e k ) ) .

Sledece teoreme daju potrebne, a neke i dovoljne uslove da za posmatrani niz
slucajnih veli¢ina (X,,) vazi neki zakon velikih brojeva.
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Teorema 2.2 (Cebisov) Ako niz nezavisnih slucajnih velicina (X,,) ima konacne
disperzije, ogranicene istom konstantom, tj.

(3C > 0)(Yn € N)DX, < C (2.35)
tad za njega vazi slabi zakon velikih brojeva (2.33).

Teorema 2.3 (Hinéin) Ako je (X,,) niz nezavisnih i jednako raspodijeljenih
slucajnih velicina sa konacnim matematickim ocekivanjem EX, = m tad za niz
vrigedi slabi zakon velikih brojeva :

1 n
- g X, Bm, n— oo (2.36)
n

k=1

Teorema 2.4 (Borel) Neka je S, broj uspjeha posmatranog dogadaja un neza-
visnih eksperimenata, pri cemu je vjerovatnoca uspjeha u svakom od eksperime-
nata jednaka p. Tada vrijedi:
. Sn
P{lim — =p} =1 (2.37)
n—oo M
Teorema 2.5 (1. teorema Kolmogorova)
Ako je (X,,) niz nezavisnih sluéajnih velicina, koje imagju konacne disperzije,
1 koji zadovoljava uslov:

" DX,
> 3t <00 (2.38)
k=1

tad za njega vrigedi jaki zakon velikih brojeva (2.54).

Teorema 2.6 (2. teorema Kolmogorova)

Ako je (X,,) niz nezavisnih sluc¢ajnih velicina sa istom raspodjelom i konacénim
matematickim ocekivanjem E(X,) = m, tad za njega vrijedi jaki zakon velikih
brojeva (2.34):

Ly s
- E X =5 m, n— o0 (2.39)
n

k=1

Teorema 2.7 (Centralna graniéna teorema Lindeberg-Levija) Neka je
(X5) niz nezavisnih sluc¢ajnih veli¢ina sa istom raspodjelom, matematickim
ocekivanjem E(X,) = m i konacnom disperzijom D(X,) = o? > 0. Ako je
Sp=>p_1 Xk onda za svako x € R, prin — oo vrijedi:

S, —nm

P{ 7 <z} — \/12?/75 e 241 (2.40)
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Gornja teorema se moze formulisati i ovako:

Sp — E(Sy)

D
55 = N(0,1), n — oo (2.41)

odnosno niz funkcija raspodjela rastuéeg niza standardizovanih suma (S,,) neza-
visnih slu¢ajnih veli¢ina konvergira ka normalnoj Gausovoj funkciji raspodjele.
Vise o grani¢nim teoremama moze da se vidi u [5].

Primjenom gore navedenih slabih i jakih zakona velikih brojeva mogu se
dokazati slede¢e konvergencije statistika koje smo razmatrali na pocetku rada.

Primjer 2.5 Dokazati da vrijedi: A, =5 mg, N — 00

Rjesenje:

Ako je (X1, Xo, ..., X;)) uzorak uzet iz raspodjele F, tada su sve X; jednako
raspodijeljene, nezavisne i sa istim matematickim ocekivanjem E(X;) =m, i =
1,..,n. Prema teoremi Hincina (2.36) za niz (X,) vrijedi slabi zakon velikih
brojeva:

1 < P
Ank:EZXf_)mk’ n — oo (2.42)
=1
Cak stavise, prema drugoj teoremi Kolmogorova (2.39) za niz (X,,) vrijedi i jaki
zakon velikih brojeva:
A —lix.’“i‘i’m n— oo ¢ (2.43)
nk — n 4 i ks .
i=1
Napomena 1 Specijalan sluc¢aj iz prethodnog primjera za k = 1 daje rezultat:
v _ Iy s
Am:X":ﬁZXi ='m, n— oo
i=1
odnosno uzoracka sredina skoro sigurno konvergira ka matematickom ocekivanju
obiljezja X, kad obim uzorka neograniceno raste. 4
Zadatak 2.2 Dokazati da vrijedi: By Y WE, M — 00

Napomena 2 Specijalan slucaj iz prethodnog zadatka za k = 2 daje rezultat:

n

. 1 —
Bu=5,=- (Xs—Xa)? ¥ 0% n—o0 ¢
k=1
odnosno uzoracka disperzija skoro sigurno konvergira ka disperziji obiljeZja X,
kad obim uzorka neograniceno raste. ¢

Primjenom centralne grani¢ne i ostalih grani¢nih teorema, u nekoliko slede¢ih
primjera se dokazuju asimptotske raspodjele statistika A, i Bng.
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Primjer 2.6 Dokazati da vrijedi: Ang ~ N (my, (mar, —m32)/n), prin — oo
Rjesenge:

Statistika n- App = Z?Zl XF predstavlja sumu n nezavisnih i jednako raspo-
digeljenih slucajnih velicina Xik, sa matematickim ocekivanjem E(Xf) =my i
disperzijom D(XF) = may, —m2 (vidi Primjer 2.3).

Prema tome, normirana suma

D(n - Ank) D(Y, Xf)

n-An —n-my

n(may, — m3)

ima pri n — oo graniénu normalnu raspodjelu N'(0,1), na osnovu centralne

graniéne teoreme (Teorema 2.7).
Odatle slijedi da statistika A,y ima asimptotski normalnu raspodjelu

N (mg, (max, — m3)/n) prin — oo, ¢ime je turdnja dokazana ¢

Napomena 3 Specijalan slucaj u prethodnom primjeru za k = 1 dovodi do niza
jednakosti:

n-X,—En-X,) n-An — E(n-Anr)

E?:l Xi — E(Z?:l Xi)

- VDT, X))

n-X,—n-m
2

no
odnosno
X, ~N(m,o?/n), n — oo

kao 1 -
Xn—
%fNN(O,l), n — 0o

To znaci da uzoracka sredina ima asimptotski normalnu raspodjelu N'(m, o2 /n)
prin — 00, a asimptotska raspodjela normalizovane vrijednosti uzoracke sredine

je normalna N'(0,1) raspodjela ¢
Primjer 2.7 Dokazati da vrijedi:

Buie ~ N (pes (pok — 2kpi—1pke1 — pi + K popi_1)/n), n— oo (2.44)

Rjesenjge:
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Polazi se od razlaganja

1 _
Bnk = E Z(Xz - Xn)k
i=1

_ ! zn:[ M xk - (MY xex, o (B xm2x? - (B xeax® g i
n P 0 7 1 7 n 2 (3 n 3 7 n n

k —2 3 k

= A — 1>An(k1)Xn + ( )An(kQ)Xn — ( )An(k3)Xn + ... —|—( 1)an
(2.45)

Uvedimo normirane promjenljive Cy na sledeéi nacin :

Cp = Ank = o (2.46)

Ok

gdje je
my = EXF

o = DXF=E(X"-my)?
= BE(X* —2X*my +m3)

2 2
mak — 2mj, +m;,

2
= M2 — My

odnosno
a,% = E(n(Ank — mk)2) = Moy — m%

Tada je E(Cy) =01

A —m 1 o
D(Cy) = B(ZE—E /)2 = S E(n(Any —mp)?) = £ =1
Ok o o
a mjeSoviti momenti su
App —m Ay —m;
B(GC)) = B =S =)
J
n
= E[(Ank — mi)(Anj —my
s [(Ank — my)(Anj —my)]
1
= akajE[n(A"k = mi)(An; —m;)]
0k0j

gdje su

orj = En(Ank —mi)(Anj —mj)] = murj —my-my, k # j
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mjeSoviti momenti drugog reda.
Iz prethodnih rezultata slijedi da
Angk — myg
Cp = —""——"Vn~N(0,1), n — oo
ok
Dalje se uvrstavanjem izraza za momente Bpy (iz 2.45) i px = E(X — m)*
nakon obimnih transformacija dobija sledeéa jednakost:

L
\/E(Bnk - /j,k) = aka — kaluk,lCl + % (247)

pri cemu za veli¢inu L dobijenu u gornjim transformacijama, kao ostatak od

1zdvojene linearne kombinacije velicina Cy i Cy, vrijedi konvergencija % Kt
0, n — oo. Kako Cy i Cy imaju zajednicku asimptotski normalnu raspodjelu,
a linearna kombinacija normalno raspodijeljenih sluc¢ajnih veli¢ina takode ima
normalnu raspodjelu, to iz (2.47) slijedi dokaz traZene asimptotske normalne

raspodjele za statistiku Bpy iz (2.44)%

Napomena 4 Specijalan slucaj u prethodnom primjeru za k = 2 dovodi do
rezultata:

Bra ~ N (a2, (pa — 4papis — p3 + dpopi) /n)
4.
5, ~ N (0%, (1 — 0%)/n), n— oo

To znaci da statistika gi ima asimptotski normalnu raspodjelu
N(02, (s — 02)/n), pri n — oob

Primjer 2.8 Dokazati da zajednicka raspodjela ma kog skupa promgjenljivih /n(Apk—
my) teZi normalnoj raspodjeli sa nultim matematickim oéekivanjem i drugim
momentima:

ok = 05 = En(Apg — mp)?] = may, — m3 (2.48)

ogj = En(Ang —mi)(Anj —my)] = mutj —my - my (2.49)

Rjesenge:

Primjenom CGT za dvodimenzionalne raspodjele (vidjeti [4]) na par statis-
tika nAn, = > 0 XF inAy; =Y 1, X] pokazuje se da zajednicka raspodjela
slucagnih velicina /n(Ank — my) i /n(An; — mj) konvergira nekoj dvodimen-
zionalnoj normalnoj raspodjeli, pri n — oo.

Primjenjujuéi centralnu granicnu teoremu za visedimenzionalne raspodjele
(vidi npr. [10]) pokazuje se da npr. r slucajnih veli¢ina

Vi(Ang —mi), Vn(Ang —m;), o Vi(Apg —my)

mma asimptotski r -dimenzionalnu normalnu raspodjelu sa nultim matematickim
odéekivanjem i drugim momentima odredenim relacijama (2.48) i (2.49)¢
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3 Statistike poretka

Clanovi varijacionog niza Xy, X(2), -, X(n) zovu se statistike poretka (ranga,).
Pri tom ako je X; = X() onda je rang X; = k.
Ekstremne statistike poretka su statistika maksimuma i minimuma:

X(n) = Mn = maX{Xlﬂ X27 cey Xn} (350)
X(l) =Mnp = min{X17X2>‘-~7Xn} (351)

kao i Sirina (raspon) uzorka:

Ry = Xm) = X1

3.1 Raspodjele statistika poretka

Neka je obiljezje X apsolutno-naprekidnog tipa sa funkcijom raspodjele F'(x)
i gustinom f(x).

Ako je funkcija raspodjele k—te donje statistike ranga Xy, 1 < k < n
odredena sa Fy, (z) = P{X4) < z}, tada se gustina statistike X() moze
odrediti na sledeéi naéin (vidi [1] i [3] ):

0
fxgn (@) = Fx, (2)= %P{X(k) <}

d
= — P{najmanje k od n slucajnih veli¢ina X, je < z}

ox

0
= a—P{> k uspjeha u n pokusaja}
x

Z (?) P{X, <z} (1-P(X, <x))"

j=k

Tl

; () F@- - Far

Jj=k

0
o
= > (1) @@ - ey +

<

(@)(n = 5)(1 = F()" (= f(2)))

n—1 n—1 . )
= nf(z)( )P @)1= Fa) "D -
- ()

+
2

Kako se svi ¢lanovi u gornjim sumama poniStavaju, osim prvog u prvoj sumi i
poslednjeg u drugoj sumi, to imamo:

n—1
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("

1) Fr(a)(1 — F(a) D]

=0

= nf(x) <Z B 1) FF1(2)(1 = F(x))"*
- T @ - F@) ) (3:52)

Specijalni slucajevi:
1) Za k = n funkcija

FX(n} (l')

raspodjele statistike maksimuma je:

P{X(,) <z}
P{maX{X17X2’ '~-’X'n,} S .’E}
P{X), <z, Xy <, .. X, <z}

n

P(({X: < a})

i=1

H P{X; <z} (iz uslova nezavisnosti X,)
i=1

HFX(i) (x)
F(x)

te je gustina za X(,) odredena sa :

Fxen (@) = Fi, (@) = nF" () f(2) (3.53)

Sto se moze dobiti i iz (3.52) za k = n.

2) Za k = 1 funkcija raspodjele statistike minimuma je:

FX(1) (x)

P{X@ <=}

P{min{ X1, Xo,..., X,,} <z}

1 — P{min{X;, Xo,..., Xp,} > 7}
1-P{X; >z, Xy>x,..., X, > 1}

1- P(({X; > 2})
i=1
n
1- H P{X; >z} ( iz uslova nezavisnosti X;)
i=1
1[I0 - P(x <)

i=1
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- (1-F@)"

te je gustina za X(;) odredena sa :

fxo (@) = Fx, (@)
= —n(l-F())"" (- f(z))
= nf(x)(1 - Fa)" (3.54)

§to se moze dobiti i iz (3.52) za k = 1.

Zajednicka gustina raspodjele za slucajni vektor svih statistika ranga na uzorku
(X(1y, X(2)5 o Xmy) Je

n

f(X(l),X(z),A..,X(n))(xlv:L'Q; veey ZCn) = ’Il' H f(:)']l) (355)
k=1

za 1 < g < ... < Xy, za §to se dokaz moze vidjeti u [10].

Iz ove gustine mogu da se dobiju marginalne gustine za bilo koju statistiku
ranga, kao i gustine za bilo koji podskup statistika ranga.

Na primjer, gustina podvektora (X(x,), X(ky)s - X(k,)); gdjeje 1 < ky <
ko < ... <k, <n, 1<r <n,slucajnog vektora (X, X(2),..., X(n)), dobija se
integracijom gustine iz (3.55) po preostalim promjenljivim:

FX ey X gy X i) (Thrs Ty o T, )
= lF(xy,) 7 [Fag,) — Fag))= 5t
e [F(ar,) = Fag, )]t

(U= Fap )" fon) f(or,) - oo flan,) /(R = 1) -
(kg —ky = 1) oo (ky — ke — 1) (n— k)] (3.56)

7a Ty < Ty < oo < T, -
Specijalan slucaj u (3.56) je npr. marginalna gustina za statistiku X, 1 <
k<n:

fx o (@e) = (k_l)T!LMFkl(l”k)(l — F(x))" " f(x) (3.57)

§to je u skladu sa dobijenim rezultatom u (3.52).

3.2 Asimptotske raspodjele statistika poretka

Razmotrimo asimptotske ponasanje raspodjela ekstremnih statistika ranga,
maksimuma M, = X(,) i minimuma m; = Xy, pri n — oo za niz {X;}, i =
1,n nezavisnih slucajnih veli¢ina sa istom funkcijom raspodjele F(z). Ovom
problematikom se bavi teorija ekstremnih vrijednosti.
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Pokazano je da je raspodjela maksimuma data sa
P{M, <z} =F"(x)

Nize navedeni rezultati odnose se na maksimume, ali se jednostavnim transfor-
macijama mogu prilagoditi i minimalnim vrijednostima pojava koje razmatra-
mo, jer vrijedi:

P{m, <z}=1-(1-F(x))"

min{Xl,Xg, ,Xn} = —max{—Xl, —XQ, ceey _Xn}

Pri ispitivanju asimptotskog ponasanja maksimuma, osnovno pitanje je da
li postoje nizovi realnih konstanti a,, > 01 b,, € R, za koje vrijedi
. Mn - bn n

lim P{—— <z} = F"(anx + by,) = G(2) (3.58)

n—oo an
za svaku tacku neprekidnosti x neke nedegenerisane funkcije raspodjele G(x).
Ako takvi nizovi postoje zovu se normirajuée konstante, a funkcija G(z) je
grani¢na raspodjela linearno normiranog maksimuma M,,.

Definicija 14 Funkcija raspodjele F(x) pripada oblasti privlacenja nedegene-
risane funkcije raspodjele G(x) ako postoje nizovi realnih brojeva a, > 0 @
bn, n € N, tako da vrijedi:

lim F"(anz +b,) = G(x) (3.59)

n—oo
za svaku tacku neprekidnosti funkcije G(x).

Ovu pripadnost oznacavamo sa F' € D(G).

Pitanje koje se nametalo je koje funkcije G(z) se mogu pojaviti kao grani-
¢ne funkcije raspodjele linearno normiranog maksimuma niza od n nezavisnih
sluc¢ajnih veli¢ina, sa istom funkcijom raspodjele F(x), pri n — co? Dokazano
je da je funkcija G(x) istog tipa ! kao funkcije iz parametarske familije:

Generalizovane raspodjela ekstremnih vrijednosti (GREV)

_1
G, (z) = e~ () 7 1 4y > 0,7y #0 (3.60)
! e ", r €R, v=0 .

lirr}) G, (z) = Go(z) (Gumbelova raspodjela)
’Y—)

Parametar v zove se indeks raspodjele ekstremnih vrijednosti. Jednopa-
rametarska familija G (z), za razlicite vrijednosti v, svodi se na jednu od tri
familije, koje zavise od parametra oblika o > 0:

Za v = 0 dobija se Gumbelova raspodjela (slika 1).

Za v > 0 dobija se Freseova raspodjela ( smjena v = 1/a, slika 2).

1Funkcije raspodjele G1 i Ga su istog tipa ako postoje konstante a > 0 i b, takve da za
svaki realan z vrijedi G2(z) = G1(az + b)
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Za v < 0 dobija se Vejbulova raspodjela (smjena v = —1/a < 0, slika 3). Ove
raspodjele definisu se funkcijama raspodjela:
1.Gumbelova rapodjela

Go(z)=e® ", —co<x <00 (3.61)

2. FreSeova raspodjela (a > 0)

0 ,zax <0
Gia(z) = { e x>0 (3.62)
3. Vejbulova raspodjela (a > 0)
—(=z)*
] e yzax <0
Go,a(2) = { 1 a0 (3.63)

Vise o osobinama raspodjela ekstremnih vrijednosti moze da se vidi u [8]. U
vezi sa raspodjelama G, (x) je jos jedna familija raspodjela ekstremnih vrijed-
nosti

H,(z) =1+log G,(z)

koja se definise kao:
Generalizovana Paretova raspodjela (GPR)

H

Y

1
_J1-Q+~yz)" v, 1+92>0,7#0 4
(x)—{ 1—e®, z €R, 7=0 (3:64)

lin%) H.(z) = Hy(z) ( eksponencijalna raspodjela)
’y—)

Koristenje familije raspodjela GPR je sugerisano u radu Balkema i de Haan
(1974), kao i u radu Pickands IIT (1975), koji su pokazali da je F' u oblasti
privlacenja D(G,), ako i samo ako je rep raspodjele F' u odredenom smislu
'blizak’ repu raspodjele H,. Vise o klasi ovih raspodjela ekstremnih vrijednosti
moze da se vidi u [7].

Familija H(z) za razlicite vrijednosti v svodi se na jednu od tri familije:
Za v = 0 dobija se eksponencijalna raspodjela (slika 4).

Za v > 0 dobija se Paretova raspodjela ( smjena v = 1/q, slika 5).
Za v < 0 dobija se Beta raspodjela ( smjena v = —1/a < 0, slika 6).

~ - parametrizacija navedenih familija raspodjela moze se uopstiti uvodenjem
parametra poloZaja p i razmjere o > 0 pri ¢emu se dobijaju kompletna GREV,
odnosno kompletna GPR:

Crual@) = Gy(=F) (3.65)
Hyo(r) = Hy(”";“) (3.66)

78



\ mi=2, sigma=1

Slika 1: Grafici gustine go .o (z) = Lexp(—Z£) - Go .0 (x) Gumbelove raspo-
djele, za = —2,0,2 10 =1.

x

Slika 2: Grafici gustine g o(z) = az=1+®e=2"" Freseove raspodjele, za a €

{1,2}, p=0,0=1.
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1}
|
|
ha=2 |
’f
alpha=-1
alpha=-0.5
— — alpha=-0.25
-3 -2 1

Vejbulove raspodjele, za

Slika 3: Grafici gustine gg o(r) = a(—x)* te= (=2
a€{-0.25-05-1,-2}, u=0,0=1.

eksponencijalne raspodjele sa

Slika 4: Grafici gustina ho . (z) =1 —e "<
razlic¢itim parametrima mjesta i razmgere.
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Slika 5: Grafici gustine hi g,u.0(x) = (1 + Z2)7*1 Paretove raspodjele, za
ae€{05/1,2} ipn=0,0=1.

Slika 6: Grafici gustine hg o p.0(x) = (1 — ££)2~1 Beta raspodjele, za o €

oo

{-0.25,-0.5,—1,-3} i u =0, o = 1.

81



Ne ogranicavaju¢i se na ekstremne statistike poretka tj. razmatrajuéi u
opstem slucaju k-tu donju statitiku ranga X i k-tu gornju statistiku ranga
X(n—k+1) u varijacionom nizu, dobija se rezultat da statistike

Y(k) = nFXUc)

Z(k) = n<1 - FX(n—k+1))

imaju asimptotski pri n — co gama raspodjelu odredenu gustinom

P
g(x;p,q) = Fq( )fcp_le_‘”} x>0 (3.67)
p
u kojoj su parametri g =1, p =k, te je
1 k—-1_—x
g(z; 1, k) = RO >0 (3.68)

4 Uzoracka medijana i kvantili

Neka je (X1, Xa, ..., X) uzorak uzet iz populacije sa funkcijom raspodjele
F(z) i gustinom f(z). Neka je 0 < p < 1 i neka je z, kvantil reda p raspo-
djele obiljezja X, tj. F(zp) = p. Pretpostavimo da je funkcija gustine f(z)
neprekidna i pozitivna u x,,.

Pomocu statistika ranga X(1), X(2),..., X(n) definise se uzoracki kvantil
K, reda p kao statistika ranga X(j) kod koje je k = [np] + 1.

Raspodjela uzorackih kvantila za obiljezja apsolutno-neprekidnog tipa moze
da se dobije iz (3.57).

Asimptotski, pri n — oo, uzoracki kvantil K, ima grani¢nu normalnu raspo-
djelu:

Kp — N(zp,p(1 = p)n(f(zp))?), n — o0 (4.69)
tj.
VK, — xp) = N(0,p(1 = p)(f(p))?), n — o0 (4.70)

Uzoracka medijana predstavlja specijalan sluc¢aj uzorackih kvantila K,
0<p<lyzap=1i.

Pomocu statistika ranga X (1), X(2), ..., X(n) uzoracka medijana definiSe se na
sledeéi nacin:

X(kt1 ,zan =2k +1
Me = { X(k)+2 (1) san — Ok, (4.71)

Raspodjela uzoracke medijane za obiljezja apsolutno-neprekidnog tipa moze
takode da se dobije iz (3.57).
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Asimptotski, pri n — oo, medijana ima grani¢nu normalnu raspodjelu:

! ) (4.72)

Me(z) ~ N (x4, anQ(x

gdje je r1 medijana za odgovarajucéu teorijsku raspodjelu obiljezja, tj. F(x%) =
%. Asimptotsku raspodjelu uzorackih kvantila proucavao je jos Laplas prije
skoro 200 godina. O novijim rezultatima vezanim za ovu raspodjelu moze se
vidjeti u [11].

NAPOMENA: O nekim karakteristikama raspodjela pomenutih u ovom radu
i njihovim graficima gustina, vise moze da se sazna iz Atlasa raspodela (vidi

[2])-

1
2

Literatura

[1] Arnold, B.C.(1988): Bounds on the expected maximum, Comm. Statist.
Theory and Methods 17(7), 2135-2150

[2] Djorié¢, D.,Jevremovié, V.,Malisi¢, J.,Nikolié-Dorié, V.(2007):
Atlas raspodela, Gradevinski fakultet, Beograd

[3] Caraux, G.,Gascuel,0.(1992): Bounds on distribution functions of or-
der statistics for dependent variates, Statistics and Probability Letters 14
North-Holland, 103-105

[4] Cramer, H.(1946): Mathematical Methods of statistics, Princeton

[5] Ivanovié, B. (1977): Teorija verovatnoée, Naucna knjiga, Beograd, 268-
284

[6] Ivkovié, Z.(1989): Teorija verovatno¢a sa matematickom statistikom,
Naucna knjiga, Beograd, 141-143

[7] Marohn, F. (2000): Testing Extreme Value Models, FEztremes, 3:4, 363-
384

[8] Mladenovié, P.(2002): Ekstremne vrednosti sluc¢ajnih nizova,
Matematicki fakultet, Beograd, 53-92

[9] Mladenovié, P.(1995): Verovatnoca i statistika, VESTA - Matematicki
fakultet, Beograd, 240-242

[10] Stojanovié, M. S.(1980): Matematicka statistika, Naucna knjiga,
Beograd, 54-59

[11] Thomas S. Ferguson: Asymptotic Joint Distribution of Sample Mean
and a Sample Quantile, UCLA

[12] http://home.jesus.ox.ac.uk/~clifford/a5/chap2/node8.html
[13] http://en.wikipedia.org/wiki/Order-statistic

83



