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O NEKIM NEJEDNAKOSTIMA ZA KONVEKSNE
FUNKCIJE

ZORAN D. MITROVIĆ

Sažetak. U radu, koristeći elementarne metode analize, dokazu-
jemo neke nejednakosti Hadamardovog tipa za konveksne funkcije.

Sljedeća nejednakost (vidjeti, na primjer, [1]-[7]),

1

x2 − x1

x2∫

x1

f(x)dx ≤ f(x1) + f(x2)

2
,

koja vrijedi za konveksnu funkciju f : (a, b) → R i a < x1 < x2 < b je
poznata kao Hadamardova nejednakost. Nakon Hadamardovog otkrića
ove nejednakosti 1893. godine, dobijen je veliki broj korisnih nejedna-
kosti sličnog tipa. Jedan broj radova u kojima se izučava Hadamardova
nejednakost se bavi dokazivanjem ove nejednakosti koristeći različite
tehnike, dok se drugi bave generalizacijama i različitim primjenama (na
primjer, ovo se može vidjeti u [1]-[3] i [6]). Cilj ovog rada je da se dobije
integralna nejednakost koja generalizuje Hadamardovu nejednakost, a
koja pri tome predstavlja i varijantu poznate Jensenove nejednakosti
za konveksne funkcije.

Prije nego navedemo sljedeću lemu, (vidjeti, na primjer, [1], [5] i
[7]), koja daje jednu karakterizaciju konveksnih funkcija, uvedimo neke
oznake.

Definǐsimo

xλ = λx1 + (1− λ)x2,

D(f, x1, x2, λ) = λf(x1) + (1− λ)f(x2)− f(xλ),

D?(f, x1, x2) = sup
λ∈[0,1]

D(f, x1, x2, λ),

H(f, x1, x2) =
f(x1) + f(x2)

2
− 1

x2 − x1

x2∫

x1

f(x)dx.
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Lema 1. Neka je data funkcija f : (a, b) → R. Sljedeća tvrdjenja su
ekvivalentna

(1) D(f, x1, x2, λ) ≥ 0 za sve a < x1 < x2 < b, λ ∈ [0, 1],

(2)
f(x)− f(x1)

x− x1

≤ f(x2)− f(x)

x2 − x za sve a < x1 < x < x2 < b,

(3) f je neprekidna i H(f, x1, x2) ≥ 0 za sve a < x1 < x2 < b.

Naš rezultat je sljedeća teorema:

Teorema 1. Ako je f : (a, b)→ R konveksna i diferencijabilna funkcija,
tada vrijedi

(4)
D?(f, x1, x2)

2
≤ H(f, x1, x2) ≤ D?(f, x1, x2),

za sve a < x1 < x2 < b.

Dokaz. Neka je a < x1 < x2 < b i λ ∈ [0, 1]. Kako je funkcija f
konveksna, vrijedi

D(f, x1, xλ, µ) ≥ 0 za sve µ ∈ [0, 1].

Koristeći Lemu 1. dobijamo da vrijedi

(5) f(x) ≤ xλ − x
xλ − x1

· f(x1) +
x− x1

xλ − x1

· f(xλ) za sve x1 < x < xλ.

Na sličan način, kako je

D(f, xλ, x2, µ) ≥ 0 za sve µ ∈ [0, 1],

opet na osnovu Leme 1. zaključujemo da je

(6) f(x) ≤ x2 − x
x2 − xλ · f(xλ) +

x− xλ
x2 − xλ · f(x2) za sve xλ < x < x2.

Kako je
x2∫

x1

f(x)dx =

xλ∫

x1

f(x)dx+

x2∫

xλ

f(x)dx,

koristeći (5) i (6) imamo

x2∫

x1

f(x)dx ≤ xλ − x1

2
· f(xλ) +

xλ − x1

2
· f(x1)+

x2 − xλ
2

· f(x2) +
x2 − xλ

2
· f(xλ).
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Iz posljednje nejednakosti dobijamo
x2∫

x1

f(x)dx ≤ x2 − x1

2
[f(xλ) + (1− λ)f(x1) + λf(x2)],

to jest
x2∫

x1

f(x)dx ≤ x2 − x1

2
[f(x1) + f(x2)−D(f, x1, x2, λ)],

pa vrijedi D(f, x1, x2, λ) ≤ 2 ·H(f, x1, x2).
Dokažimo sada desnu stranu nejednakosti u (4). Dovoljno je dokazati

da postoji λc ∈ [0, 1], takav da je

H(f, x1, x2) ≤ D(f, x1, x2, λc).

Kako je funkcija f : (a, b) → R po pretpostavci diferencijabilna, na
osnovu Lagrangeove teoreme o srednjoj vrijednosti zaključujemo da
postoji c ∈ (x1, x2), takav da je

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

= f ′(c).

Kako c ∈ (x1, x2) to postoji λc ∈ [0, 1] takav da je

(7) c = λcx1 + (1− λc)x2.

Pokazaćemo da je

H(f, x1, x2) ≤ D(f, x1, x2, λc).

Kako je f konveksna vrijedi

(8) f(x) ≥ f(c) +
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

(x− c) za sve a < x1 < x < x2 < b.

Koristeći (8) dobijamo
∫ x2

x1

f(x)dx ≥ f(c)(x2 − x1) +
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

· (x2 − c)2

2
−

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

· (x1 − c)2

2
.

Ako sada iskoristimo (7) dobijamo∫ x2

x1

f(x)dx ≥ x2 − x1

2
[f(x1)+f(x2)+2(f(c)−λcf(x1)−(1−λc)f(x2))],

to jest
H(f, x1, x2) ≤ D(f, x1, x2, λc).

�
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Primjedba 1. (i) Za dokaz lijeve strane nejednakosti u (4) dovoljno
je pretpostaviti da je f konveksna funkcija. U tom slučaju kao
posljedicu dobijamo Hadamardovu nejednakost. Neposredna
posljedica je i sljedeća nejednakost

|D(f, x1, x2, λ)−H(f, x1, x2)| ≤ H(f, x1, x2).

(ii) Možda bi bilo interesantno provjeriti da li je broj 1/2 u neje-
dnakosti (4) najbolja konstanta za koju vrijedi ta nejednakost,
kao i da li postoji konstanta c takva da vrijedi

H(f, x1, x2) ≤ c ·D(f, x1, x2, λ),

za sve a < x1 < x2 < b i sve λ ∈ [0, 1].

Literatura
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