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O NEKIM NEJEDNAKOSTIMA ZA KONVEKSNE
FUNKCIJE

ZORAN D. MITROVIC

SAZETAK. U radu, koristeéi elementarne metode analize, dokazu-
jemo neke nejednakosti Hadamardovog tipa za konveksne funkcije.

Sljede¢a nejednakost (vidjeti, na primjer, [1]-[7]),

2

1 /f(x)dx < fla1) + flz2)

Ty — T1 2 ’
1

koja vrijedi za konveksnu funkciju f : (a,b) - Ria <z < 23 < b je
poznata kao Hadamardova nejednakost. Nakon Hadamardovog otkrica
ove nejednakosti 1893. godine, dobijen je veliki broj korisnih nejedna-
kosti slicnog tipa. Jedan broj radova u kojima se izucava Hadamardova
nejednakost se bavi dokazivanjem ove nejednakosti koriste¢i razlicite
tehnike, dok se drugi bave generalizacijama i razli¢itim primjenama (na
primjer, ovo se moze vidjeti u [1]-[3] 1 [6]). Cilj ovog rada je da se dobije
integralna nejednakost koja generalizuje Hadamardovu nejednakost, a
koja pri tome predstavlja i varijantu poznate Jensenove nejednakosti
za konveksne funkcije.

Prije nego navedemo sljedeéu lemu, (vidjeti, na primjer, [1], [5] i
[7]), koja daje jednu karakterizaciju konveksnih funkcija, uvedimo neke
oznake.

Definisimo

)= Ary + (1 — o,

D(f, 1,22, A) = Af(21) + (1 = A) f(x2) — f(22),

D*(f,x1,20) = sup D(f, x1,x9, N,
A€(0,1]

2

H(f, @1, 22) = flo) +i(w) 1 /f(x)dx.

2 To — X1
x1
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Lema 1. Neka je data funkcija f : (a,b) — R. Sljedeéa turdjenja su
ekvivalentna

(1) D(f,x1,29,A) >0 za sve a < x1 < x5 < b, € [0, 1],

f@) = flan) _ @) = (@)

r — I To — X

(2)

za sve a < 11 < x < Iy <b,

(3)  f je neprekidna i H(f,x1,22) > 0 za sve a < x1 < x5 < b.
Nas rezultat je sljedeca teorema:

Teorema 1. Ako je f : (a,b) — R konveksna i diferencijabilna funkcija,

tada vrijeds
(4) D (f7§17$2)

za sve a < Ty < X9 < b.

S H(f7 :UlaxZ) S D*(fa x17$2)7

Dokaz. Neka je a < x1 < 29 < bi A € [0,1]. Kako je funkcija f
konveksna, vrijedi

D(f,z1,xx, 1) > 0 za sve p € [0, 1].
Koristeé¢i Lemu 1. dobijamo da vrijedi
(6)  flz) < flan) +

Iy — 21 Ty — L1
Na slican nacin, kako je

Ty—T Tr—x

- f(xy) za sve 11 < T < ).

D(f,[lf)\,iﬁz,,ll) > 0 za sve JZAS [071}7

opet na osnovu Leme 1. zaklju¢ujemo da je

6) flz)<
Kako je

To — X T — T

- flxx) +

To — Tx To — T

7f(x)dx - 7f(x)dx + 7f<x>dx,

koristedi (5) i (6) imamo

- f(x2) za sve x\ <z < .
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Iz posljednje nejednakosti dobijamo

To — X1

[ e < 0 p )+ 0= 0 f )+ A ()]

to jest

To — 7

[ flaxds < 22 @) + fws) - DUf 1,2 )

pa vrijedi D(f, z1,22,A) <2+ H(f, 21, 22).
Dokazimo sada desnu stranu nejednakosti u (4). Dovoljno je dokazati
da postoji A, € [0, 1], takav da je
H<f7 xy, xQ) < D(f? L1, T2, )\c)
Kako je funkcija f : (a,b) — R po pretpostavci diferencijabilna, na
osnovu Lagrangeove teoreme o srednjoj vrijednosti zakljucujemo da
postoji ¢ € (x1,x2), takav da je

f(132) - f(xl)

el
]
Kako ¢ € (x1,x2) to postoji A. € [0,1] takav da je
(7) c=Azx1+ (1 = Ao)za.

Pokazac¢emo da je
H(fwxlax?) é D(faxlax%)‘C)'
Kako je f konveksna vrijedi
f@2) — fla1)
(8) flz) = f(C)+W
Koristeéi (8) dobijamo
T2 — — 2
/x1 f(z)dz > f(c)(zo — 1) + f(x;z — gl(xl) (z2 . )
Fw) = f) (01—

To — X1 2
Ako sada iskoristimo (7) dobijamo

(x—c)zasvea < <x <x9 <D

To — T

[ e = 0 ) ) 20~ o) - (1= F )]

to jest

H(fwxlny) S D(f7 xlax%)\c)-
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Primjedba 1. (1) Za dokaz lijeve strane nejednakosti u (4) dovoljno
je pretpostaviti da je f konveksna funkcija. U tom slucaju kao
posljedicu dobijamo Hadamardovu nejednakost. Neposredna
posljedica je i sljedec¢a nejednakost

\D(f, 1,22, \) — H(f, z1,22)| < H(f, 21, 22).

(71) Mozda bi bilo interesantno provjeriti da li je broj 1/2 u neje-
dnakosti (4) najbolja konstanta za koju vrijedi ta nejednakost,
kao i da li postoji konstanta c takva da vrijedi

H(f,l’l,l'g) SC'D(fvxlax%A)a
zasve a < 11 < x2 < bisve A €]0,1].
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